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Este trabajo trata sobre la técnica de control Lagrangianos controlados en dos sistemas de
levitación magnética, siendo estos, el objeto de estudio fundamental. Se hizo un análisis de
la dinámica natural de tres sistemas mecánicos; un péndulo simple, dos péndulos acoplados
por una viga ja y un péndulo invertido sobre un carro, el cual, sirvió para comprender desde
un punto de vista físico-matemático la presentación del formalismo Lagrangiano. Este análisis
en sistemas mecánicos fue la base en el estudio de la dinámica natural de los sistemas de
levitación magnética tratados.
También se realizó un análisis geométrico de estabilidad, tanto para los sistemas mecánicos
como para los sistemas de levitación magnética; este constituye la primera novedad como
resultado del trabajo.
La presentación de la técnica de control Lagrangianos controlados fue explicada detallada-
mente tomando como ejemplo el sistema del péndulo invertido sobre un carro, para luego ser
implementada en los sistemas de levitación magnética. Los resultados obtenidos fueron satis-
factorios, demostrándose con ellos, que esta técnica de control tiene sentido en sistemas de
levitación magnética, hasta ahora simples. Desde el punto de vista matemático, el estableci-
miento de una ley de control en estos sistemas de levitación magnética, garantiza su estabilidad





In this thesis he addressed the controlled Lagrangian control technique in two magnetic le-
vitation systems, these being the fundamental object of study. An analysis of the natural
dynamics of three mechanical systems was made; a simple pendulum, two pendulums atta-
ched to a xed beam and an inverted pendulum on a cart, which served to understand from a
physical-mathematical point of view the presentation of the Lagrangian formalism. This analy-
sis in mechanical systems was the basis in the study of the natural dynamics of the magnetic
levitation systems treated.
A geometrical stability analysis was also carried out, both for the mechanical systems and for
the magnetic levitation systems; this constitutes the rst novelty as a result of the work.
The presentation of the controlled Lagrangian control technique was explained in detail, taking
as an example the inverted pendulum system on the cart, to later be implemented in magnetic
levitation systems. The results obtained were satisfactory, demonstrating with them that this
control technique makes sense in magnetic levitation systems, until now simple. From the
mathematical point of view, the establishment of a control law in these magnetic levitation
systems guarantees their stability in the understanding that the controlled dynamics will be










Índice de Figuras viii
1. Introducción 1
1.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.1. Lagrangianos controlados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2. Sistemas particulares de levitación magnética . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.3. Estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.1. Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.2. Objetivos especícos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2. Marco teórico 5
2.1. Formalismo Lagrangiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Funciones de energía . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3. Energía del campo magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4. Consideración de disipación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.5. Acople de sistemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.5.1. Coeciente de elasticidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.5.2. Truncamiento de la Serie de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.5.3. Ajuste de curvas exponenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.6. Análisis geométrico de estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.6.1. Descripción del método . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.7. Grupos y álgebra de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.7.1. Ejemplo de aplicación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3. Sistemas mecánicos 18
3.1. Péndulo simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.1.1. Simulación de la dinámica propia del sistema . . . . . . . . . . . . . . . 20




3.2.1. Simulación de la dinámica propia del sistema . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.2. Análisis geométrico de estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3. Péndulo invertido sobre un carro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3.1. Simulación de la dinámica propia del sistema . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3.2. Análisis geométrico de estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4. Sistemas de levitación magnética 31
4.1. Anillo de Thomson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.1.1. Construcción del Lagrangiano natural del sistema . . . . . . . . . . . . . 34
4.1.2. Obtención de las ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.1.3. Simulaciones de la dinámica propia del sistema . . . . . . . . . . . . . . 38
4.1.4. Análisis geométrico de estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2. Esfera con una bobina superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2.1. Construcción del Lagrangiano natural del sistema . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.2. Obtención de las ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.2.3. Simulaciones de la dinámica propia del sistema . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2.4. Análisis geométrico de estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5. Lagrangianos controlados en sistemas de levitación magnética 58
5.1. Moldeado de energía cinética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.1.1. División en direcciones de simetrías . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.1.2. Hipótesis para la obtención del Lagrangiano controlado . . . . . . . . . . 63
5.1.3. Lagrangiano controlado del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.1.4. Establecimiento de la ley de control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.1.5. Simulación de la dinámica controlada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.2. Anillo de Thomson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.2.1. Lagrangiano controlado del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.2.2. Establecimiento de la ley de control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.2.3. Simulación de la dinámica controlada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.2.4. Nueva factorización del espacio de conguración . . . . . . . . . . . . . . 84
5.3. Esfera con una bobina superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.3.1. Lagrangiano controlado del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.3.2. Establecimiento de la ley de control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.3.3. Simulación de la dinámica controlada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6. Resumen de resultados 97
7. Conclusiones y trabajos futuros 99
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99






2.1. Característica exponencial de la inductancia en el sistema de levitación magné-
tica conformado por una esfera con una bobina superior. . . . . . . . . . . . . . 12
2.2. Divergencia exponencial de geodésicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3. Reacomodo de puntos en la variedad diferencial G. . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4. Reacomodo de campos vectoriales en la variedad diferencial G. . . . . . . . . . 15
2.5. Espacios tangentes a las matrices de rotación en un círculo unitario. . . . . . . 17
3.1. Péndulo simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2. Referencias de la posición angular del péndulo simple. . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3. Posición angular oscilatoria del péndulo simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.4. Posición angular del péndulo simple bajo el efecto de la fricción. . . . . . . . . . 21
3.5. Dos péndulos acoplados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.6. Posición angular oscilatoria del péndulo izquierdo. . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.7. Posición angular oscilatoria del péndulo derecho. . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.8. Posición angular del péndulo izquierdo bajo el efecto de la fricción. . . . . . . . 24
3.9. Posición angular del péndulo derecho bajo el efecto de la fricción. . . . . . . . . 24
3.10. Péndulo invertido en un carro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.11. Posición angular del péndulo invertido. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.12. Posición horizontal del carro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.13. Posición angular del péndulo invertido bajo el efecto de la fricción. . . . . . . . 27
3.14. Posición horizontal del carro bajo el efecto de la fricción. . . . . . . . . . . . . . 28
3.15. Sección de la curvatura de movimiento en el sistema del péndulo invertido en
un carro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.16. Densidad del escalar de Ricci en el sistema del péndulo invertido en un carro. . 30
4.1. Anillo de Thomson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2. Comportamiento de los campos magnéticos en el anillo de Thomson. . . . . . . 33
4.3. Comportamiento natural de la altura del anillo de Thomson. . . . . . . . . . . . 39
4.4. Comportamiento natural de la corriente por la bobina. Sistema del anillo de
Thomson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.5. Comportamiento natural de la corriente inducida en el anillo de Thomson. . . . 40
4.6. Plano de fase correspondiente a la dinámica natural del anillo de Thomson. . . 41
4.7. Comportamiento de la altura del anillo de Thomson considerando fricción. . . . 41
4.8. Comportamiento de la corriente por la bobina considerando fricción. Sistema
del anillo de Thomson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.9. Comportamiento de la corriente inducida en el anillo de Thomson considerando
fricción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.10. Plano de fase correspondiente a la dinámica del anillo de Thomson considerando




4.11. Comportamiento de la altura del anillo de Thomson considerando fricción y
disipación en el circuito. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.12. Comportamiento de la corriente por la bobina considerando fricción y disipa-
ción. Sistema del anillo de Thomson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.13. Comportamiento de la corriente inducida en el anillo de Thomson considerando
fricción y disipación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.14. Plano de fase correspondiente a la dinámica del anillo de Thomson considerando
fricción y disipación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.15. Sección de la curvatura de movimiento en el sistema del anillo de Thomson. . . 46
4.16. Densidad del escalar de Ricci en el sistema del anillo de Thomson. . . . . . . . 47
4.17. Esfera con una bobina superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.18. Comportamiento de los campos magnéticos en el sistema de la esfera con una
bobina superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.19. Comportamiento natural de la altura de la esfera. . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.20. Comportamiento natural de la corriente por la bobina. Sistema de la esfera con
una bobina superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.21. Plano de fase correspondiente a la dinámica natural de la esfera con una bobina
superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.22. Comportamiento de la altura de la esfera considerando disipación en el circuito. 54
4.23. Comportamiento de la corriente por la bobina considerando disipación. Sistema
de la esfera con una bobina superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.24. Plano de fase correspondiente a la dinámica de la esfera considerando disipación. 55
4.25. Sección de la curvatura de movimiento en el sistema de la esfera con una bobina
superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.26. Densidad del escalar de Ricci en el sistema de la esfera con una bobina superior. 57
5.1. Representación del espacio de posibles conguraciones. Sistema del péndulo
invertido en un carro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.2. Representación del espacio de estados TQ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.3. Espacio total del sistema o haz brado principal. . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.4. Descomposición del haz tangente TQ considerando la dirección horizontal D. . 65
5.5. Posición angular controlada del péndulo invertido. . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.6. Evolución de la posición del carro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.7. Plano de fase correspondiente al péndulo invertido controlado. . . . . . . . . . . 73
5.8. Plano de fase correspondiente al carro que conduce al péndulo invertido contro-
lado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.9. Representación del espacio de posibles conguraciones del sistema. Anillo de
Thomson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.10. Altura controlada del anillo de Thomson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
5.11. Corriente por la bobina en el sistema controlado del anillo de Thomson. . . . . 82
5.12. Plano de fase correspondiente al anillo de Thomson controlado. . . . . . . . . . 83
5.13. Altura controlada del anillo de Thomson teniendo en cuenta una ganancia menor. 83
5.14. Altura controlada del anillo de Thomson considerando nueva factorización de Q. 86
5.15. Corriente por la bobina en el sistema controlado del anillo de Thomson consi-
derando nueva factorización de Q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.16. Plano de fase correspondiente al anillo de Thomson controlado considerando




5.17. Altura controlada del anillo de Thomson considerando nueva factorización de
Q y otra condición inicial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.18. Representación del espacio de posibles conguraciones del sistema. Esfera con
una bobina superior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.19. Altura controlada de la esfera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.20. Corriente por la bobina en el sistema controlado de la esfera. . . . . . . . . . . 95
5.21. Plano de fase correspondiente a la esfera controlada. . . . . . . . . . . . . . . . 96






En pleno siglo XXI el uso de la energía eléctrica, particularmente en sistemas de levitación
magnética, tiene un constante crecimiento paralelo al desarrollo tecnológico que se fomenta
en la sociedad. La necesidad de una explotación eciente de estos sistemas, ha propiciado el
desarrollo de tecnologías en su control, basadas fundamentalmente en el control clásico.
Desde el punto de vista ingenieril, la levitación magnética se ha consolidado como una
manera de reducir el consumo energético a varios niveles, debido a su particularidad de permitir
el desplazamiento relativo entre dos supercies con ausencia de fricción, la cual es considerada
como la principal responsable de las pérdidas de energía en sistemas electromecánicos como
trenes, rodamientos, etc. [1]. Estos sistemas también se asocian con dispositivos que hacen uso
del efecto Meissner en materiales superconductores para repeler las líneas de campo magnético
[2].
Existen otras técnicas de control que se han desarrollado en los últimos años, primeramente
con carácter matemático y luego, aplicables a diversos sistemas. Una de ellas es la técnica de
control mediante Lagrangianos controlados, presentada en el año 2000 por Bloch et al. [3],
trabajo que ha servido de base en varias investigaciones incluso con nes prácticos. En este
trabajo tomamos como punto de referencia la metodología propuesta por Bloch, para aplicarla
a dos sistemas particulares de levitación magnética.
Aunque los dos sistemas de levitación magnética que tratamos tienen una dinámica sen-
cilla, la cual ya ha sido estudiada por varios autores, no se ha realizado un análisis sobre la
posible aplicación en ellos, de la técnica de control mediante Lagrangianos controlados. Las
investigaciones fruto de este trabajo son pioneras en este sentido, por lo cual, constituye la
originalidad del mismo, al presentar formalmente esta técnica de control en el sistema del
anillo de Thomson y de una esfera con una bobina superior. Se espera que en los próximos
años esta técnica de control tenga mayor aplicación en sistemas más complejos, contribuyendo
así al desarrollo cientíco y tecnológico en la sociedad.
Otra novedad que se presenta en el trabajo es el análisis geométrico de estabilidad, tanto
en los dos sistemas de levitación magnética mencionados como en tres sistemas mecánicos. Pa-
ralelo a la presentación de la técnica de control mediante Lagrangianos controlados, esta forma
de analizar estabilidad se hace desde el punto de vista geométrico, como su nombre indica,
lo que implica llevar de la mano conceptos de geometría diferencial, la cual, resulta compleja
sobre todo para personas que no tengan conocimientos en este sentido; fue un reto cumplido







Entendemos al Lagrangiano controlado como una técnica de control que se puede aplicar a
un sistema dinámico que evoluciona de manera propia. El objetivo de esta técnica es controlar
al sistema atendiendo a intereses particulares, de tal forma, que no se afecte la dinámica
natural del sistema.
De manera esquemática, el método de Lagrangianos controlados consiste, en considerar la
geometrización del espacio de conguraciónM. Esto se logra promoviendo la matriz de inercia
(masa) en el Lagrangiano a un tensor métrico para el espacio de conguración. El caso que se
considera en la literatura es aquel en que el espacio de conguración se puede expresar como
un haz brado principal cuya base es un espacio de formas y su bra un grupo de simetría que
preserva las formas. De esta manera, los movimientos posibles en el espacio de conguración
siempre son combinaciones de cambios de forma y re-orientaciones. A los primeros se les
llama movimientos horizontales mientras que a los segundos, verticales. Una descomposición
así dene un objeto geométrico conocido como conexión. Una conexión en un espacio nos
brinda una noción de transporte paralelo. La métrica entonces se descompone en una parte
horizontal y una vertical denidas naturalmente por el sistema. El formalismo consiste en dos
piezas independientes y complementarias. La primera consiste en modicar la acción de la
métrica en vectores tangentes a M, dejando las direcciones horizontal y vertical, así como
la energía potencial del sistema, jos, para lograr las trayectorias deseadas. La segunda parte
consiste en moldear la función de energía potencial dejando ja la métrica controlada con el n
de garantizar estabilidad de las trayectorias deseadas del sistema. Con esto, se obtiene un nuevo
Lagrangiano en el que las fuerzas resultantes son las acciones de control, como por ejemplo
fuentes de alimentación, y las ecuaciones de movimiento producen la dinámica deseada.
1.1.2. Sistemas particulares de levitación magnética
Tomamos como objeto de estudio fundamental a dos sistemas con campo magnético, espe-
cícamente los sistemas de levitación magnética con alto grado de simetría: anillo de Thomson
y una esfera con una bobina superior. Estos sistemas constituyen herramientas para presentar
el formalismo variacional Lagragiano como técnica de control, para lo cual se pretende obtener
en cada sistema su correspondiente Lagrangiano en lazo cerrado, o Lagrangiano controlado,
como también se conoce según el estudio presentado en Bloch et al. [3].
El estudio del sistema de levitación magnética que hoy conocemos como anillo de Thomson,
tuvo comienzo con el Experimento del salto del anillo realizado por Elihu Thomson, en el
American Institute of Electrical Engineers de New York en el año 1887 [4]; este constaba de una
bobina enrollada en torno a la parte inferior de un vástago de hierro, luego, en la parte superior,
se colocaron aros de distintos materiales y pesos, los cuales saltaban cuando se cerraba o
abría el circuito alimentado por una fuente de tensión continua. Durante el paso de los años,
el anillo de Thomson ha sido empleado en diversos experimentos ilustrativos del fenómeno
de la levitación magnética como sistema de repulsión [57], los cuales aplican especialmente
principios de la inducción magnética para obtener esquemas de fuerzas, modelos, simulaciones,
etc. Un motivo particular en el estudio de este sistema y que ha llamado la atención de varios
investigadores, ha sido el obtener un modelo dinámico lo más exacto posible, con el cual por





El estudio del sistema de levitación magnética conformado por una esfera entre dos bobi-
nas fue mostrado por primera vez en el trabajo de Okress et al. [8], en el que se expone un
método no convencional para calentar y fundir metales sin un crisol, mediante la suspensión
de un elemento esférico en el espacio en presencia de un campo magnético. Tras el paso de los
años este sistema ha sido objeto de estudio en diversos trabajos, los cuales se han enfocado en
obtener modelos que describan su dinámica de forma precisa [9], empleados de manera con-
junta en aplicaciones de control lineal [10,11] y no lineal [1214]. En los trabajos presentados
por S̆uster et al. [15] y Hernández et al. [16], estudian este sistema teniendo en cuenta carac-
terísticas constructivas particulares, como es el considerar una esfera levitando en un campo
magnético producido por una sola bobina en posición superior, típico sistema magnético de
repulsión con comportamiento inestable [12, 17, 18]. En trabajos realizados recientemente que
presentan estudios de sistemas de levitación magnética complejos, como por ejemplo, los coji-
netes magnéticos [19, 20], utilizan modelos que describen de forma similar el comportamiento
del sistema conformado por una esfera o cilindro entre dos bobinas, muestra que el estudio del
mismo ha sido y será de gran aplicación.
1.1.3. Estado del arte
El fenómeno de la levitación magnética ha sido usado con éxito, por ejemplo, en cañones
electromagnéticos los cuales accionan proyectiles, evitando el contacto de este con la supercie
de la guía, y por lo tanto, anulando la fricción mecánica [21]. En la medicina, la aplicación
de este fenómeno físico ha contribuído en el desarrollo de corazones articiales implementados
mediante bombas centrífugas donde el impulsor es levitado magnéticamente, lo que aumenta
el desempeño del sistema y minimiza el consumo de energía, nuevamente, debido a la ausencia
de fricción [22]. En la industria manufacturera, se han desarrollado máquinas de control nu-
mérico computarizado cuyo soporte vertical es levitado magnéticamente [23], lo que aumenta
considerablemente la velocidad de desplazamiento de la pieza móvil y la precisión del maqui-
nado. También en el campo de ambientes virtuales y de sistemas de teleoperación se aplica
el fenómeno de la levitación magnética, en lo que se conoce como tecnologías del tacto [24];
en particular, se han diseñado sistemas de interacción con el tacto, los cuales permiten tocar,
sentir, manipular y alterar objetos levitados magnéticamente, cuya variación de posición y án-
gulos es monitoreada mediante sensores, luego, la información captada es enviada a interfaces
virtuales donde se encuentra un entorno de realidad virtual el cual varía según la modicación
del objeto que levita.
En el ámbito académico, la levitación magnética representa uno de los sistemas dinámicos
más inestables y altamente no lineales [25], debido a la naturaleza de los campos electromag-
néticos y al objetivo de la levitación en sí, para compensar la fuerza gravitacional. Durante
años ha sido una plataforma ideal de trabajo para investigadores, los cuales han contribuído
a solucionar problemas fundamentalmente de modelado [9, 26], diseño [27], implementación
y control. En este último caso aplicando técnicas, tanto clásicas, como modernas; siempre
haciendo uso de tecnologías emergentes relacionadas con instrumentos electrónicos y nuevos
materiales.
Enfocados especícamente en el problema de control y estabilidad de sistemas de levi-
tación magnética, se han propuesto técnicas de control predictivo para lograr estabilidad en
dispositivos que emplean materiales ferromagnéticos [28]. También se han establecido técnicas
de control empleando redes neuronales [29] y mediante retroalimentación de estados [30], en
ambos casos, se han corroborado los resultados mediante simulaciones y estudios experimen-




según Ishaque et al. [31], constituye una alternativa atractiva de control, la cual no considera
las complejas ecuaciones matemáticas en sistemas multivariables controlados mediante PID
(controlador proporcional, integral y derivativo).
Según la revisión bibliográca realizada, enfocada especialmente en las citas de los trabajos
presentados por Bloch et al. [3,32], no se tiene conocimiento de autores que hayan empleado la
formulación variacional Lagrangiana en el modelado y control de sistemas de levitación magné-
tica; sólo se han propuesto formulaciones de Lagrangianos controlados en los trabajos de Zhang
et al. [33], Zhang [34], Hemmasian et al. [35] y Kumari et al. [36], en los cuales, se toman como
objeto de estudio casos especícos de sistemas mecánicos sin considerar levitación magnética.
Por dicha razón, este trabajo se enfoca en aplicar el formalismo variacional Lagrangiano en
el modelado y control de sistemas de levitación magnética; tomando en principio considera-
ciones fundamentales expuestas por Arnold [37], Lanczos [38], Jackson [39], López-Monsalvo
et al. [40] y Ortega et al. [41], se puede establecer una formulación variacional mediante La-
grangianos controlados en dos casos especícos de sistemas de levitación magnética, los cuales
podrían ser controlados sin necesidad de aplicar esencialmente técnicas de control clásicas, es-
to, mediante geometría diferencial, aplicada al moldeado de expresiones energéticas, las cuales
serían diseñadas según la dinámica deseada para el sistema en lazo cerrado. En otras palabras,
se pretende mediante el moldeado de las expresiones energéticas, que un sistema de levitación
magnética pueda ser controlado geométricamente.
1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo general
Aplicar el método variacional Lagrangiano para la obtención de las ecuaciones de movi-
miento de sistemas de levitación magnética con alto grado de simetría, particularmente, para
el caso del anillo de Thomson y para una esfera con una bobina superior; y presentar para
estos, el control a través del formalismo de Lagrangianos controlados.
1.2.2. Objetivos especícos
1. Analizar las características dinámicas de los sistema de levitación magnética propuestos
y reconocer sus grados de libertad.
2. Obtener las ecuaciones de movimiento aplicando el formalismo variacional Lagrangiano.
3. Analizar la estabilidad de los sistemas estudiados a partir de las propiedades geométricas
de la energía cinética y potencial.
4. Presentar el formalismo de Lagrangianos controlados aplicado al control de los sistemas
de levitación magnética propuestos.






En este capítulo se motiva el trabajo proporcionando una serie de explicaciones, que en
principio, son necesarias para comprender aspectos fundamentales de la dinámica de sistemas
mecánicos y de sistemas de levitación magnética simples.
En primera instancia, se presenta la denición del Formalismo Lagrangiano inherente a
sistemas conservativos, abordando además, sobre la obtención de las ecuaciones de movimien-
to de Euler-Lagrange y su equivalencia con la mecánica clásica establecida en las Leyes de
Newton. La denición de funciones de energía dentro del Lagrangiano se realiza con un en-
foque geométrico, necesario para el posterior cálculo de variaciones aplicando el Principio de
Hamilton [42]. Se analiza la denición de energía del campo magnético a partir del traba-
jo de Panofsky [43]; estos conceptos son de notable aplicación en sistemas electromecánicos,
especialmente para nuestros sistemas particulares de levitación magnética.
El acople de sistemas es un punto que no se puede obviar en su modelado, por ello, se
explican algunos procedimientos con el n de implementarlos como funciones de energía en los
Lagrangianos correspondientes. De relevancia en el estudio de sistemas de levitación magnética,
se presenta el procedimiento de truncamiento de la serie de Taylor abordado por Foy [44] y
el procedimiento de ajuste de curvas exponenciales reportado por Maximov et al. [45], ambos
constituyen variantes de aproximación de la inductancia mutua como función de la posición.
El análisis geométrico de estabilidad, además de ser un reto en el trabajo, es una herra-
mienta distinta a los métodos presentados por Lyapunov [46]. Se utilizan fundamentalmente
conceptos establecidos por Arnold [37], por Yahalom et al. [47], por Marsden [48] y por López-
Monsalvo et al. [40], para estudiar el comportamiento de los tensores de curvatura en los
sistemas tratados.
Finalmente, se presenta una breve noción de las deniciones referentes a grupos y álgebra de
Lie, tomando como punto de partida fundamental los trabajos de Marsden [49,50], herramienta
necesaria en la construcción de Lagrangianos controlados como establece Bloch et al. [3]. Se
desarrolla un ejemplo sencillo de esta técnica para facilitar su comprensión, además de motivar
su posterior aplicación en sistemas de levitación magnética.
2.1. Formalismo Lagrangiano
El formalismo Lagrangiano surge, como una manera distinta a la de Newton, de explicar
y predecir el movimiento. En el caso Newtoniano, la información que se tiene son todas las
fuerzas que actúan sobre un sistema y lo que se busca obtener es la trayectoría resultante.
En el formalismo Lagrangiano lo que uno se pregunta es, dada la función de energía potencial
(por denición una función escalar), cuál es la trayectoria en el espacio de conguración M
a través de la cual el sistema denido por su función de energía, evoluciona de un estado de
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movimiento p1 a un estado p2. Aquí p1, p2 ∈M.
El Principio de Hamilton brinda la solución al problema. De todas las trayectorias posibles
en las que un sistema puede evolucionar de un estado p1 a un estado p2 en el espacio de




L(γ, γ̇)dt, donde γ̇ =
d
dt
γ = V, (2.1)
y L : M −→ R es la función de Lagrange o Lagrangiano que, para sistemas simples, está
denida por la diferencia entre la energía cinética y la potencial, i.e.
L(x, v) = T (v)− U(x). (2.2)







Aquí, se utiliza δ para denotar la variación de S sobre el espacio de curvas diferenciables sobre
M. La condición necesaria y suciente que debe satisfacer la curva que extremiza el funcional








L(x, v) = 0. (2.4)






























L(x, v) = − ∂
∂x
U(x) = f(x). (2.6)








L(x, v) = m
d
dt
v − f(x) = 0. (2.7)
De nueva cuenta, para los sistemas más simples, basta con dar la energía potencial para
determinar por completo el movimiento de un sistema para el cual la función de energía es
constante a lo largo del movimiento. A estos sistemas se les denomina conservativos. Como
caso particular de sistemas conservativos es el movimiento de partículas u objetos en campos
externos conservativos, es decir, aquellos que se puedan derivar de un potencial. Tal es el
caso del campo electrostático y magnetostático. En este trabajo, estudiaremos las condiciones
de equilibrio para las trayectorias integrales de un sistema sometido a campos eléctricos o
magnéticos en el caso estático.
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2.2. Funciones de energía
El objetivo del cálculo de variaciones es encontrar extremos de funciones denidas sobre
espacios de objetos geométricos, como curvas o supercies. A tales funciones se les denomi-
na en la literatura como funcionales. En el caso particular de sistemas mecánicos, se busca
aquella curva que extremiza un funcional especíco. Para denir adecuadamente el problema,
introducimos los elementos matemáticos esenciales en el formalismo variacional.
Consideremos la segunda ley de Newton para una partícula de masa m sobre la cual actúa
una fuerza que sólo depende de su posición en cada instante de tiempo, es decir, consideremos





La solución del problema está dada por una familia de funciónes x = x(t;x0, p0) donde x0 y
p0 representan las condiciones iniciales que determinan la curva de manera única.
Este problema se puede geometrizar de la siguiente manera. Primero, se convierte la ecua-
ción de segundo orden en un sistema de dos ecuaciones de primer orden
d
dt




p = f [x(t)] . (2.10)





















denido sobre un espacio fase con coordenadas locales (x, p), siendo p los momentos conjugados.
El campo vectorial (2.11) contiene las funciones diferenciables p y f(x), lo cual signica que
es una asignación suave de vectores tangentes a cada punto deM.
El problema mecánico de resolver la ecuación diferencial (2.8) se convierte en el problema
geométrico de encontrar las curvas sobreM que tienen a V como tangente en cada punto. A
tales curvas se les denomina curvas integrales del campo V .
Una manera de atacar el problema geométrico es encontrar la clase de funciones constantes
a lo largo del ujo de V , esto es, aquellas funciones h = h(x, v) tales que V (h) = 0. Se tiene
entonces que









La ecuación (2.12) se puede resolver mediante separación de variables haciendo
h = h(x, p) = h1(x)h2(p). (2.13)










ln (h1(x)) . (2.14)
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ln (h1(x)) = C1. (2.16)

















De esta forma, escogiendo las constantes de integración de manera apropiada, se tiene que










Más aún, se puede mostrar que el ujo del campo V es equivalente a la derivada con respecto
a t. De manera que
d
dt
































Por tanto, la cantidad






es una cantidad conservada a lo largo de las curvas integrales de V . A esta constante de
movimiento H se le denomina como energía mientras que a
T ≡ 1
2




se les llama energía cinética y potencial respectivamente.
Nótese que, a través del teorema fundamental del cálculo, la energía potencial basta para
denir al sistema, es decir
f(x) = − d
dx
U(x). (2.23)
Por tanto, un sistema autónomo en una dimensión está determinado ya sea dando la fuerza
f(x) o, de manera equivalente, a través de la funcion de energía potencial U(x).
2.3. Energía del campo magnético
Al tomar como objeto de estudio fundamental a sistemas electromecánicos, particularmente
sistemas de levitación magnética, es necesario introducir el concepto de energía del campo
magnético como función de la corriente y la geometría, el cual, será aplicado en las expresiones
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Lagrangianas correspondientes a los sistemas tratados. En principio, se dene el ujo magnético







(∇×A) ·n dS =
∮
C1
A · dl, (2.24)
donde A es un campo vectorial rodeado por la supercie S [39, 43]. Si se consideran circuitos









donde J1 es la densidad de corriente a través de la supercie encerrada por C1 y r12 la
separación entre dos circuitos 1 y 2. Entonces, si se sustituye (2.25) en (2.24), se obtiene
ΦB = L12J1, (2.26)



















la cual representa la energía mutua del campo magnético correspondiente a los circuitos 1 y










donde L11 y L22 son las auto-inductancias de los circuitos 1 y 2 respectivamente.





donde NΦT representa el total de eslabonamiento de ujo en una bobina de N vueltas, por
la cual uye una corriente I1 produciendo un ujo total ΦT que eslabona cada vuelta. Esta
denición solo se aplica a materiales magnéticos lineales donde el ujo es proporcional a la
corriente; para los casos que contengan materiales ferromagnéticos, como en los sistemas de
levitación magnética que se estudian en este trabajo, no existe una expresión general que
dena a la auto-inductancia, pero de cierta manera la expresión (2.30) proporciona una idea
de este concepto desde el punto de vista circuital.
2.4. Consideración de disipación
La inclusión de términos disipativos en las ecuaciones que representan modelos matemáticos
de sistemas físicos es de suma importancia, especialmente porque caracterizan su verdadero
comportamiento dinámico cuando dejan de ser sistemas conservativos.
En este trabajo se estudian sistemas conservativos de los cuales se obtienen sus ecuaciones
de movimiento a través del formalismo Lagrangiano; naturalmente con la construcción de una
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función Lagrangiana no se incluyen términos disipativos en el sistema, pero luego de obtener
las ecuaciones de movimiento si se pueden considerar en dependencia del sentido físico del










que representa las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange escritas en coordenadas
generalizadas (q̇i, qi) cuando existen fuerzas no conservativas en el sistema. El Lagrangiano
L contiene solo el potencial debido a las fuerzas conservativas, en cambio, el término Qi
representa a las fuerzas que no se derivan de un potencial, por ejemplo, una fuerza de fricción
viscosa que es proporcional a la velocidad. Estas fuerzas pueden derivarse de una función de
disipación Rayleigh [52].
En este trabajo se consideran términos que representan la disipación en los modelos di-
námicos correspondientes, estos se escriben de color azul agregados a las ecuaciones de mo-
vimiento de Euler-Lagrange obtenidas. Es bien importante destacar que se han considerado
como elementos físicos (coecientes de fricción β y resistencias eléctricas R) proporcionales a
la velocidad.
Otra variante para agregar términos disipativos en el modelo de un sistema es la que
proponen Bloch et al. [3], la cual consiste en incluir la disipación en la propia ley de control
que se obtiene para lograr la estabilización del sistema; en este trabajo los términos disipativos
no se incluyen en la ley de control, en cambio, solo se consideran como se describe en el párrafo
anterior.
2.5. Acople de sistemas
Una consideración que se debe tener en cuenta a la hora de construir la expresión La-
grangiana de un sistema, sin importar su naturaleza, es la interacción o acople que tienen sus
componentes. Existen varios métodos o procedimientos matemáticos que facilitan la aproxima-
ción de funciones de energía que representan el acople en los sistemas. El estudio que se realiza
en esta sección facilitará el trabajo posterior centrado especícamente en sistemas mecánicos
y electromecánicos; para el primer grupo, se tendrá en cuenta el coeciente de elasticidad de
una viga ja que acopla dos péndulos, en cambio, para el segundo grupo, se denirá en cada
caso la inductancia como función de la distancia, o altura, según las características propias de
los sistemas tratados.
2.5.1. Coeciente de elasticidad
El primer reporte conocido sobre el fenómeno de la sincronización en un sistema data de
1673, cuando el astrónomo, físico, matemático e inventor holandés Christian Huygens, observó
un par de péndulos colgados de un soporte común [53]; estos péndulos se sincronizaban después
de un tiempo de iniciar sus movimientos, alcanzando un estado en que se movían establemente
en direcciones opuestas con una sincronía tal, que no se observaba el menor retraso de uno con
respecto al otro, aún más, si esta concordancia se perturbaba por alguna interferencia, sola se
restablecía después de un tiempo corto [54]. Como ya es conocido, este fenómeno tiene origen
por el comportamiento no lineal de los componentes del sistema [53].
Para cuanticar la capacidad que tiene un material de transmitir el movimiento de un
elemento a otro en un sistema acoplado, de tal forma que exista una sincronía, se emplea
un coeciente que por lo general es denotado como k. Ya sea para un material rígido como
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una viga, o para un resorte, por solo citar dos ejemplos, diversos autores han reportado en la
literatura una serie de consideraciones para la elección de un valor de k lo más aproximado
posible [5557], y por consiguiente, lograr una mejor representación del sistema en modelos
matemáticos.
2.5.2. Truncamiento de la Serie de Taylor
Como plantea el Teorema de Taylor, si la función y(x) y sus primeras n+ 1 derivadas son
continuas en un intervalo que contiene a x0 y a x, el valor de la función en un punto x está
dado por
















El valor práctico de las series de Taylor radica en el uso de un número nito de términos que
darán una aproximación lo sucientemente cercana a la solución verdadera para propósitos
prácticos [44].
Al emplear el Teorema de Taylor para aproximar la inductancia mutua en un sistema
electromecánico, se puede deducir
L12(x) = L120 + L
′
12 x, (2.34)
donde L120 es un valor de inductancia mutua dado por la evaluación de la función L12(x)
en un instante inicial x(0), y L
′
12, la primera derivada de la función L12(x) evaluada en el
mismo instante inicial x(0). La expresión (2.34) en su conjunto, garantiza la aproximación
de la inductancia mutua L12 como función de una distancia x, por lo tanto, será aplicada
posteriormente en el estudio de sistemas de levitación magnética.
2.5.3. Ajuste de curvas exponenciales




empleada para realizar un proceso de ajuste de curvas exponenciales, con las cuales, se obtienen
las constantes α1, α2, β1 y β2 [45]; se debe considerar que la inductancia mutua M(z) es solo
una función de la posición z, siendo válida solamente cuando el espacio de aire es grande [58]. La
efectividad de este método se demuestra en [45], al ser comparado con la solución analítica del
sistema del anillo de Thomson desarrollada por sus autores; además, por las comprobaciones
experimentales reportadas en dicho trabajo.
Otro método que resulta de interés es el presentado por Hurley et al. [59], donde se dene
la inductancia L(x) en un sistema de levitación magnética como función de la posición de una
bola de acero macizo con respecto a una bobina superior. Según el autor, con la expresión
exponencial
L(x) = L1 + L0e
−x
a , (2.36)
se puede representar matemáticamente el comportamiento de la inductancia en el sistema de
una forma sencilla. L1 es la inductancia del sistema cuando se retira la bola, en otras palabras,
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solamente considerando la auto-inductancia de la bobina; sin embargo, el término L1 + L0
representa la inductancia en el sistema cuando existe interacción entre la bola y la bobina,
reejado en el comportamiento exponencial de L(x) como se muestra en la gura 2.1. El
parámetro a es una constante basada en las dimensiones de la bobina, y x, la separación de la
bola con respecto a la bobina. Los trabajos experimentales de Hurley et al. [59] y Hernández
et al. [16], aportan consideraciones precisas y valores especícos para evaluar los parámetros
mencionados.
Figura 2.1: Característica exponencial de la inductancia en el sistema de levitación magnética
conformado por una esfera con una bobina superior.
2.6. Análisis geométrico de estabilidad
El término estabilidad, sin dudas, ha estado ligado al argot popular en el transcurso del
tiempo, describiendo el comportamiento de diversos sistemas que para la sociedad resultan de
gran importancia; sistemas nancieros, estructurales, de ingeniería o física aplicada, por solo
citar algunos ejemplos. El primer concepto formal de estabilidad de un sistema, a partir del
estudio del problema general de la estabilidad del movimiento, fue denido por Lyapunov en
el año 1892 [46], y a partir de esa fecha, decenas de investigadores han proporcionado variantes
de este concepto, reejadas esencialmente, en técnicas de análisis de estabilidad.
El surgimiento y evolución de estas técnicas, ha proporcionado que sistemas dinámicos con
características particulares, puedan ser analizados de acuerdo a su estabilidad con relevante
precisión. Un ejemplo que ha tenido notable aplicación en estudios recientes y que ha sido
motivo de comparación incluso, con los métodos presentados por Lyapunov [60], es el análisis
geométrico de estabilidad. En el trabajo de Yahalom et al. [47], se resalta la fuerza del análisis
geométrico de estabilidad ante un incompleto análisis de Lyapunov, aplicado en este caso al
movimiento Kepler, para el cual, en el trabajo de Horwitz et al. [61] predicen la estabilidad
observada precisamente aplicando un análisis geométrico.
Una técnica dentro del análisis geométrico, y que ha sido tratada por algunos autores en
los últimos años [6264] con aplicaciones en diversos campos de la ciencia, es el análisis de es-
tabilidad de Jacobi, el cual, surge a partir de los trabajos de D. Kosambi [65], E. Cartan [66] y
S. Chern [67]. Como establece Abolghasem [60], la estabilidad de Jacobi es una generalización
natural de la estabilidad del ujo geodésico en una variedad diferenciable, equipada con una
métrica de Riemann. La aplicación de este método permite estudiar la desviación de las tra-
yectorias denidas en una vecindad de la variedad diferenciable, lo cual, proporciona una vía
para estimar las perturbaciones alrededor de las soluciones del sistema en estado estacionario.
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2.6.1. Descripción del método
Como se reporta en el trabajo de López-Monsalvo et al. [40], dentro de las teorías de campo
geométrico existen problemas de dos tipos: en un primer caso, dadas las fuentes se determinan
las curvaturas, y en un segundo caso, dadas las curvaturas se determinan las trayectorias de
las partículas de prueba; siendo las fuentes en ambos casos, las que determinan la geometría
de fondo para el movimiento. Siguiendo este planteamiento, se puede armar que si se realiza
una adecuada distribución de energía en un sistema, se puede reproducir para este cualquier
movimiento observado en el espacio.
Entonces, tomando como objeto de estudio un sistema mecánico con n grados de libertad
asociado a la función Lagrangiana L : TQ −→ R, donde TQ es un espacio tangente al espacio
de conguración M, se debe considerar la geometrización de dicho espacio M mediante la
transformación de la matriz de inercia en el Lagrangiano a un tensor métrico de Jacobi G, de
forma tal, que las curvas extremas de la acción S en el funcional denido por la expresión (2.1)
coincidan con la geodésica de G para un sistema natural denido por la función Lagrangiana
(2.2) con energía potencial U .
Este tensor métrico se conoce como métrica de Jacobi, denida en el trabajo de López-
Monsalvo et al. [40] de una manera muy peculiar empleando la información energética del
sistema
G = 2 (E − V (p))M, (2.37)
donde E es la energía de las condiciones iniciales, cantidad conservada en el movimiento. Aquí,







donde el miembro izquierdo corresponde a las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
relacionadas con el funcional de acción (2.1) con γ : [t1, t2]; el miembro derecho corresponde a





G(γ̇, γ̇) dt. (2.39)
Ahora, contando con una métrica en (2.37), se pueden obtener las curvas que minimizan el
funcional o, en otras palabras, identicar las trayectorias en el espacio de conguraciónM del
movimiento natural de un sistema dado con geodésicas en una variedad Riemanniana [37,40].
El análisis de la ecuación de Jacobi
∇2γ̇ξ + Ω(γ̇, ξ)γ̇ = 0, (2.40)
muestra que la componente normal del campo vectorial Ω de variación geodésica ξ, oscila
con el tiempo [37]; en otras palabras, las geodésicas con velocidades iniciales cercanas en una
variedad de la curvatura, oscilan una alrededor de la otra con posible convergencia local. La
negatividad en las curvaturas seccionales implica divergencia exponencial de las geodésicas
cercanas a una geodésica dada [37]. En la gura 2.2 se muestra la divergencia exponencial de
las geodésicas ζ1 y ζ2 en las vecindades p y q respectivamente con variación geodésica ξ.
La consideración nal en el análisis geométrico de estabilidad, la cual permite concluir
sobre el comportamiento del sistema después de obtener las curvaturas, es la observación de
los signos en el escalar de Ricci obtenido a partir del tensor métrico G; según se demostró en el
trabajo de Horwitz et al. [61], al aplicar el estudio en varios casos, el sistema será inestable si
al menos uno de los valores propios del escalar de Ricci obtenido es negativo. Por el contrario,
puede considerarse que el sistema es estable si existe una totalidad de valores propios positivos.
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Figura 2.2: Divergencia exponencial de geodésicas.
2.7. Grupos y álgebra de Lie
El estudio de lo que hoy conocemos como Teoría de Lie tuvo inicio en el año 1873, cuando
el matemático noruego Sophus Lie estudiaba propiedades de soluciones de sistemas de ecua-
ciones diferenciales [68]. Dentro de esta teoría, se contempla la introducción de la noción de
invariantes en el análisis y en la geometría diferencial [69]; especialmente argumentada en las
observaciones del propio matemático con respecto a los métodos clásicos de solución de ecua-
ciones diferenciales [68]. En este trabajo solo se mostrará una breve noción de las deniciones
y teoremas fundamentales en el estudio de grupos y álgebra de Lie, enfocados a la aplicación
que posteriormente daremos dentro del estudio de Lagrangianos controlados.
Denición 1: Un álgebra de Lie a es un espacio vectorial sobre un cierto cuerpo F junto
con una operación binaria [ · , · ] : a×a→ a llamada corchete de Lie; este tiene que ser bilineal,
antisimétrico y satisfacer la identidad de Jacobi.
Denición 2: Propiedades de grupo.
Si a, b ∈ G, entonces ab ∈ G.
Si ∀I ∈ G | a · I = I · a = a, entonces a ∈ G ∀a ∈ G.
Si ∀a ∈ G, ∃ a−1 ∈ G | a · a−1 = a−1 · a = I, entonces I ∈ G.
Entonces, sea (G, · ) un grupo donde G es un conjunto, o bien, una variedad diferencial y
· : G × G → G, una operación binaria como producto cartesiano de dos elementos a, b ∈ G
mapeado a G, de tal forma que un tercer elemento c = ab ∈ G; entonces, (G, · ) es un grupo
de Lie si [70]:
G es una variedad diferencial.
El mapeo · : G×G→ G es innitamente diferenciable.
El mapeo de inversión I : G→ G−1 es innitamente diferenciable.
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Como en el grupo de Lie (G, · ), G es una variedad diferencial como se aprecia en la gura
2.3, se pueden denir sobre ella un conjunto de campos vectoriales Ψ(G) = {X} | X es un
campo vectorial sobre G [71]. Además, si se dene Lg : G → G que mapea a → Lg(a) =
ga, a ∈ G, ∀a ∈ G, la acción de traslación izquierda Lg por un elemento q ∈ G, permite
establecer el punto ga trasladado desde a bajo la acción en g; en otras palabras, a partir del
mapeo de la variedad G en sí misma se pueden reacomodar todos sus puntos.
Figura 2.3: Reacomodo de puntos en la variedad diferencial G.
Teniendo en cuenta lo anterior, se puede denir un mapeo inducido Lg∗ : TaG → TgaG,
equivalente a la traslación de un campo vectorial TaG hacia un campo vectorial TgaG como se
observa en la gura 2.4. Aquí, el vector X|a ∈ TaG tangente a G en el punto a, es mapeado
al vector Y |ga ∈ TgaG tangente en el punto ga, de tal forma que Y |ga = Lg∗(X|a); esto
es válido si se dene la acción Lg∗ sobre funciones, o sea, Y |ga(f) = (Lg∗ X|a) (f), donde
f : G → R comenzando en a. La función f puede denirse mediante la composición de
funciones f ·Lg∗ : G→ R evaluada sobre X, de tal forma que Y |ga(f) = X|a (f ·Lg∗) (f).
Figura 2.4: Reacomodo de campos vectoriales en la variedad diferencial G.
En este sentido, se debe aclarar que Lg∗X|a 6= X|ga, donde X|ga ∈ TgaG es un vector que se
corresponde con X|a ∈ TaG mediante mapeo, pero no por la inuencia de la acción Lg∗ . Dada
la poca probabilidad de coincidencia de dos vectores en diferentes campos vectoriales, cuando
existe una acción de grupo, se debe emplear la denición de campos vectoriales invariantes
por la izquierda.
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Denición 3: Sea X ∈ Ψ(G) un campo vectorial, es invariante izquierdo si Lg∗X =
X ∀g ∈ G; este conjunto se dene como L(G) ⊂ Ψ(G).
Con todo el análisis realizado, se presentan los siguientes teoremas algebráicos:
Teorema 1: L(G) es un espacio vectorial con dimensión dim(L(G)) = dim(G) = n <∞;
Teorema fundamental de los grupos de Lie [50, 68].
Este teorema se prueba mediante el Teorema fundamental del álgebra lineal [72, 73], que
concluye isomorsmo entre espacios vectoriales de dimensiones equivalentes. Retomando el
análisis, si se prueba que L(G) tiene dimensión dim(L(G)) = n y G una variedad diferencial,
puede emplearse la identidad de G para denir el Teorema 2, que será aplicado nalmente al
estudio de lagrangianos controlados.
Teorema 2: El espacio vectorial L(G) de campos vectoriales invariantes izquierdos, es iso-
morfo al espacio tangente TiG a la identidad en G, el cual, se puede denotar como el álgebra
de grupo g, o bien, álgebra de Lie.
Entonces, deniendo a g como un espacio vectorial | dim(g) = dim(G), se obtiene
L(G) ' TiG ' g. (2.41)
2.7.1. Ejemplo de aplicación
Sea SO(2) = {R : R2 → R2 | det(R) = 1} el conjunto de matrices de rotación R, donde
R =
(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ
)
∀ θ ∈ (0, 2π) . (2.42)




cos(θ + φ) sen(θ + φ)
− sen(θ + φ) cos(θ + φ)
)
, (2.43)
que también es una matriz de rotación Rθ,φ ∈ SO(2).









cos 0 sen 0
− sen 0 cos 0
)
, (2.44)
como una rotación de 0◦, es equivalente a no rotar; en otras palabras, quedarse en el mismo
lugar. Por lo tanto, Rθ · I = I ·Rθ = Rθ.
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3. Probar que ∀ Rθ ∈ SO(2),∃ R−1 = R−θ ∈ SO(2) | R−1 ·Rθ = Rθ ·R−1 = I.
Solución: Considerando











se demuestra la paridad de las funciones sen y cos, y por consiguiente, R−1 = R−θ ∈ SO(2).
4. Probar que SO(2) es una variedad diferencial.
Solución: Considerando el círculo
SO(2) ∼ S1, (2.46)
donde a cada punto p ∈ S1, se le puede asociar solamente una matriz de rotación denida por
el mapeo invertible






, θ = θ + 2π (2.47)
de forma tal que se cumple el homeomorsmo S1 ' SO(2). Por lo tanto, como en cada punto
p ∈ S1 ∃ TpS1 un espacio tangente como se aprecia en la gura 2.5, se puede concluir que
SO(2) ∼ S1 es una variedad diferencial.
Figura 2.5: Espacios tangentes a las matrices de rotación en un círculo unitario.
Como se observa, el vector ∂∂θ representa en cada espacio Tp1S
1 y Tp2S
1 la dirección del
crecimiento de θ como coordenada angular. El vector v está denido por la combinación lineal
de un escalar λ con el elemento ∂∂θ . El espacio TiS
1 es tangente a la identidad de S1, generado
por ∂∂θ en el punto θ = 0. Finalmente, puede denirse
TiS
1 ' TiSO(2) ' gSO(2), (2.48)
donde gSO(2) es el álgebra de Lie del grupo. De esta forma, en conjunto con las demás pruebas






El estudio de sistemas mecánicos ha servido a través de los tiempos para entender fenó-
menos físicos que a diario nos encontramos en la propia naturaleza. En la literatura clásica
de física podemos encontrar varios ejemplos de sistemas con características dinámicas parti-
culares [74], tan simples como una partícula libre en el espacio o más complejos como una
combinación de masas con movimiento angular considerando fricción y amortiguamiento.
En este capítulo estudiaremos tres casos clásicos de sistemas mecánicos: el péndulo sim-
ple, dos péndulos acoplados por una viga ja y el péndulo invertido en un carro. Si bien es
conocido el modelo matemático de estos sistemas, así como el comportamiento dinámico de
cada uno, como se aprecia en el trabajo detallado de Baker et al. [75], su estudio nos ayuda-
rá a comprender la dinámica de los sistemas de levitación magnética que posteriormente se
analizarán; puede establecerse una analogía en las funciones de energía para la construcción
de Lagrangianos. El caso particular del péndulo invertido en el carro, servirá posteriormente
para explicar con detalle el Formalismo Lagrangiano controlado reportado por Bloch et al. [3],
por lo que comprender su dinámica natural en este capítulo es de vital importancia.
La novedad presentada en el capítulo se evidencia en la aplicación del análisis geométrico
de estabilidad a estos sistemas, usando los conceptos reportados en el capítulo anterior. Nue-
vamente el caso del péndulo invertido en el carro, debido a sus características, aportará mayor
conocimiento e información en este análisis.
3.1. Péndulo simple
El primer sistema que se presenta es un péndulo simple como se observa en la gura 3.1,
el cual está sujeto por su extremo superior a una viga ja por medio de un rodamiento sin
fricción. La barra rígida de longitud l que une la bola del péndulo con el rodamiento no tiene
masa considerable, en cambio, la bola tiene masa m. El ángulo θ comprendido entre la barra
y el semieje negativo y representa la posición angular del péndulo, siendo este, el único grado
de libertad considerado en el sistema. La trayectoria descrita por el movimiento del péndulo
tendrá una componente en x y otra en y, denidas en las coordenadas de posición (xm, ym)
respectivamente.





+mgl cos θ, (3.1)
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sen θ −βθ̇, (3.3)
de acuerdo a único grado de libertad considerado. El término señalado en azul corresponde
al efecto de un coeciente de fricción β en el sistema; dicho término no surge naturalmente de
la ecuación de movimiento obtenida, pero si será necesaria su consideración en el estudio de
la dinámica propia del sistema. Tanto la frecuencia de oscilación angular ω, como el período










solo dependen de la constante de aceleración de la gravedad g y de la longitud l de la barra
del péndulo; ambos son independientes de la masa m.
Figura 3.1: Péndulo simple.
El signo de la energía potencial en la expresión (3.1), se corresponde con la dirección de
la fuerza de gravedad Fg como se muestra en la gura 3.2, donde se presentan además, las
referencias de la posición angular del péndulo en radianes.
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Figura 3.2: Referencias de la posición angular del péndulo simple.
3.1.1. Simulación de la dinámica propia del sistema
Para realizar la simulación de la dinámica natural del sistema a partir de la expresión (3.3),
se consideran los parámetros: m = 1 kg, l = 1 m, g = 9.81 m/s2, y como condiciones iniciales
θ(0) = 3π4 y θ̇(0) = 0. El tiempo de la simulación es t = 20 s.
En la gura 3.3 se aprecia la posición angular oscilatoria del péndulo. Esta oscilación
permanente alrededor de π se debe a la no consideración de la fricción, tanto la del rodamiento
en el extremo de la barra como la producida por el aire; esto implica que el sistema sea
conservativo, demostrando la correcta formulación Lagrangiana en la expresión (3.1).
Figura 3.3: Posición angular oscilatoria del péndulo simple.
Si se considera un coeciente de fricción en el sistema β = 0.5, se observa en la gura 3.4
que la posición angular oscilatoria tiende a π en la misma dirección que la fuerza de gravedad
considerada cuando t→∞.
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Figura 3.4: Posición angular del péndulo simple bajo el efecto de la fricción.
3.2. Dos péndulos acoplados por una viga ja
El segundo sistema que se presenta es el conformado por dos péndulos como se aprecia en
la gura 3.5, los cuales están sujetos por sus extremos superiores a una viga ja por medio
de rodamientos sin fricción. Las barras rígidas de longitudes l1 y l2 respectivamente, unen
las bolas de los péndulos con sus correspondientes rodamientos; estas barras no tienen masa
considerable, en cambio, las bolas tienen masa m1 y m2 respectivamente. Los ángulos θ y ϕ
comprendidos entre el semieje negativo y y cada barra, respectivamente, representan la posición
angular de cada péndulo, siendo estos los dos grados de libertad considerados en el sistema.
Las trayectorias descritas por el movimiento de los péndulos tendrán componentes en x y en y,
denidas en las coordenadas de posición (xm1 , ym1) y (xm2 , ym2) respectivamente. La diferencia
de este sistema con respecto al péndulo simple consiste en la conexión de los dos péndulos
en la viga; este acoplamiento puede ser representado matemáticamente por el coeciente de
elasticidad k12, el cual, como se reportó en el Capítulo II, dependerá especialmente de los
materiales empleados en la construcción de la viga.
Figura 3.5: Dos péndulos acoplados.
De acuerdo a estas consideraciones y empleando la expresión (2.2), se dene el Lagrangiano
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+ k12θ̇ϕ̇+m1gl1 cos θ +m2gl2 cosϕ, (3.5)



































de acuerdo a único grado de libertad considerado. Los términos señalados en azul co-
rresponden al efecto de un coeciente de fricción β en el sistema; dicho término no surge
naturalmente de las ecuaciones de movimiento obtenidas, pero si será necesaria su considera-
ción en el estudio de la dinámica propia del sistema. Puede notarse que en ambas está presente
el coeciente de elasticidad de la viga, evidenciando el acoplamiento en el modelo matemático
y cuya efectividad será comprobada en la sección 2.5.1.
Cada péndulo individualmente tendrá frecuencia y período de oscilación independiente
de su masa, como se describe en la expresión (3.4), pero al estar acoplados si existirá una
diferencia en el período de oscilación de cada uno, dependientes del coeciente de elasticidad,
además, de la longitud de la barra y de la masa del péndulo contrario; en principio, cuando se
acciona un péndulo y el otro se encuentra en reposo, el primer péndulo comenzará a oscilar con
mayor período que el segundo, pero según avanza el tiempo y sin tener en cuenta parámetros
de fricción, ambos péndulos llegarán a oscilar con el mismo período siempre con la misma
frecuencia. Para cada péndulo en este sistema se consideraron referencias de posición angular
y dirección de la fuerza de gravedad Fg como se muestra en la gura 3.2, correspondiente al
estudio del péndulo simple.
3.2.1. Simulación de la dinámica propia del sistema
Para realizar la simulación de la dinámica natural a partir del sistema (3.7), se consideran
los parámetros: constante de inercia de acoplamiento k12 = 0.005 kg ·m2, m1 = 1 kg, m2 = 1
kg, l1 = 0.5 m, l2 = 0.5 m, g = 9.81 m/s2, y como condiciones iniciales θ(0) = 3π4 , ϕ(0) = 0,
θ̇(0) = 0 y ϕ̇(0) = 0. Se realiza la simulación con un tiempo t = 160 s con el objetivo de observar
de mejor manera la transferencia de movimiento de un péndulo a otro, y por consiguiente, la
conservación de la energía en el sistema.
En las guras 3.6 y 3.7 se aprecian las posiciones angulares oscilatorias de cada péndulo
respectivamente, obtenidas en la simulación. Las oscilaciones permanentes de cada péndulo
alrededor de π se deben a la no consideración de la fricción, tanto la de los rodamientos
en el extremo de cada barra como la producida por el aire; esto implica que el sistema sea
conservativo, demostrando la correcta formulación Lagrangiana en la expresión (3.5).
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Figura 3.6: Posición angular oscilatoria del péndulo izquierdo.
Figura 3.7: Posición angular oscilatoria del péndulo derecho.
Para considerar la fricción se lleva a cabo otra simulación con tiempo t = 10 s, donde se
emplea el coeciente β = 0.5. Como se aprecia en las guras 3.8 y 3.9, la posición angular
oscilatoria de cada péndulo respectivamente, tiende a π en la misma dirección que la fuerza
de gravedad considerada cuando t→∞.
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Figura 3.8: Posición angular del péndulo izquierdo bajo el efecto de la fricción.
Figura 3.9: Posición angular del péndulo derecho bajo el efecto de la fricción.
3.2.2. Análisis geométrico de estabilidad




1 dθ ⊗ dθ + k12 dθ ⊗ dϕ+ k12 dϕ⊗ dθ +m2l22 dϕ⊗ dϕ, (3.8)











Aplicando el análisis geométrico de estabilidad desarrollado en la sección 2.6, se obtiene la
métrica de Jacobi cuyo grado es de orden 2, y por lo tanto, no presenta problemas como en el
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caso anterior correspondiente al sistema del péndulo simple, ya que la dimensión del espacio
de conguración de este sistema es S = 2. Entonces, con esta métrica de Jacobi se obtiene un
escalar de Ricci nulo; esto equivale a obtener un plano que no brinda información de los signos
de dicho escalar. Al no tener signos que permitan concluir estabilidad o inestabilidad en el
sistema, no se puede emplear este método según las consideraciones realizadas. De igual manera
que en el sistema del péndulo simple, se puede tener en cuenta la dirección del movimiento
de los péndulos, además de considerar perturbaciones para asumir que será estable cuando
t→∞.
3.3. Péndulo invertido sobre un carro
El tercer y último sistema que se presenta en este capítulo es el conformado por un péndulo
invertido en un carro como se aprecia en la gura 3.10. El péndulo está sujeto al carro de masa
M por su extremo inferior mediante un rodamiento sin fricción. La barra rígida de longitud
l sin masa considerable, une la bola del péndulo de masa m con el rodamiento. El ángulo θ
comprendido entre el semieje positivo y y la barra, representa la posición angular del péndulo.
Los dos grados de libertad considerados en el sistema son, la mencionada posición angular θ
del péndulo y la posición del carro denotada por xM . La trayectoria de movimiento del péndulo
tendrá una componente tanto en x como en y siguiendo las coordenadas (xm, ym); en cambio,
la trayectoria del carro solo estará denida en el eje x por la coordenada xM . Posteriormente
se realizarán los cálculos del Lagrangiano controlado en este sistema, por lo que el estudio de
la dinámica natural del mismo en este capítulo será de gran ayuda.
Figura 3.10: Péndulo invertido en un carro.








+ml cos θθ̇ẋM −mgl cos θ. (3.10)
Puede notarse que el acoplamiento en el sistema se encuentra en el término ml cos θθ̇ẋM .
Con la expresión (3.10), se pueden derivar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange




























θ̇2 cos θ m2l2 −mgl (M +m)
)




xM (t) = −
sen θ ml
(
θ̇2ml2 −mgl cos θ
)
cos2 θ m2l2 −ml2 (M +m)
−β2ẋM . (3.12)
Los términos señalados en azul corresponden al efecto de los coecientes de fricción β1 y
β2 en el sistema, para las ecuaciones de θ y xM respectivamente; dichos término no surgen
naturalmente de las ecuaciones de movimiento obtenidas, pero si será necesaria su considera-
ción en el estudio de la dinámica propia del sistema. También se consideraron las referencias
de posición angular y dirección de la fuerza de gravedad Fg como se muestra en la gura
3.2, correspondiente al estudio del péndulo simple. Por esta razón la energía potencial en la
expresión (3.10) tiene signo negativo.
3.3.1. Simulación de la dinámica propia del sistema
La simulación de la dinámica natural se realiza partir del sistema (3.12), considerando los
parámetros: m = 0.5 kg, M = 1 kg, l = 2 m, g = 9.81 m/s2, y como condiciones iniciales
θ(0) = π4 , xM (0) = 0, θ̇(0) = 0 y ẋM (0) = 0. Se realiza la simulación con un tiempo t = 20 s.
En la gura 3.11 se aprecia la posición angular oscilatoria del péndulo. Estas oscilaciones
permanentes del péndulo alrededor de π se deben a la no consideración de la fricción, tanto
la del rodamiento en el extremo de la barra como la producida por el aire; esto implica que
el sistema sea conservativo, demostrando la correcta formulación Lagrangiana en la expresión
(3.10).
Figura 3.11: Posición angular del péndulo invertido.
En la gura 3.12 se observa la posición horizontal del carro. Su movimiento repetitivo
permanente también se debe a la ausencia de fricción. La particularidad de este sistema al
no tener control, y como se aprecia en la simulación teniendo en cuenta las referencias de
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la posición angular, es que el péndulo cae pasando por θ = π manteniendo un movimiento
constante como se mencionaba anteriormente. El propio movimiento del péndulo provoca que
el carro se mueva en un rango determinado experimentando un frenado en cada extremo.
Figura 3.12: Posición horizontal del carro.
Se realiza otra simulación con tiempo t = 20 s para considerar la fricción en el sistema;
los coecientes empleados son β1 = 0.1 y β2 = 0.5 en la ecuación de movimiento del péndulo
y del carro respectivamente. Como se observa en la gura 3.13, la posición angular oscilatoria
del péndulo tiende a π, su punto de equilibrio estable, en la misma dirección que la fuerza de
gravedad considerada cuando t→∞.
Figura 3.13: Posición angular del péndulo invertido bajo el efecto de la fricción.
En la gura 3.14 se muestra como la posición del carro tiende a su estado de condición
inicial experimentando una parada cuando t→∞.
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Figura 3.14: Posición horizontal del carro bajo el efecto de la fricción.
3.3.2. Análisis geométrico de estabilidad
Considerando el estudio teórico realizado en la sección 2.6, y teniendo en cuenta los dos
grados de libertad considerados en el sistema, θ y xM , se construye un tensor métrico
G = ml2 dθ ⊗ dθ +ml cos θ dθ ⊗ dxM +ml cos θ dxM ⊗ dθ + (M +m) dxM ⊗ dxM , (3.13)
con el cual, se dene la métrica no singular y denida positiva
µ =
[
ml2 ml cos θ
ml cos θ (M +m)
]
. (3.14)
En el estudio no se considera la fricción, solo trabajamos con las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange obtenidas mediante la expresión (3.10). Con dichas ecuaciones de movi-
miento se obtiene un escalar de Ricci que dene las curvaturas en el espacio de conguración
del sistema; en este caso, se obtiene la métrica de Jacobi cuyo grado es de orden 2, equivalente
a la dimensión del espacio de conguración del sistema S = 2, y por lo tanto, no presenta
problemas en este sentido según las deniciones del método. Entonces, si se considera
a = ml2, b = ml, c = M +m,
se obtiene a partir de la métrica de Jacobi un escalar de Ricci denido por la función de
tres variables
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analizaremos sus singularidades y su inuencia en el signo del escalar de Ricci mediante la
gura 3.15, donde se aprecia dicha sección de la curvatura, considerando a θ y vx (vx = ẋM )
como ejes en el rango [−π4 ,
π
4 ] y [−1, 1] m/s respectivamente. El eje z representa el signo de la
curvatura.
Figura 3.15: Sección de la curvatura de movimiento en el sistema del péndulo invertido en un
carro.
Para obtener la gura 3.15, se ha evaluado θ̇ = 1, por la razón de obtener un plano si se
evaluara θ̇ = 0, resultado que no tendría sentido en este estudio, donde el cambio de signo es
el punto clave.
Como se aprecia, la curvatura tiene signos tanto positivos como negativos en z, con mayoría
negativos. Este comportamiento de la curvatura, según el estudio realizado en la sección 2.6,
especialmente teniendo en cuenta la denición presentada por Yahalom et al. [47], supone que
el sistema será inestable. En este sentido, la selección de condiciones iniciales se hará teniendo
en cuenta el tramo de curvatura positivo.
Enfocados en hacer una selección de condiciones iniciales que garanticen la estabilidad,
teniendo en cuenta el rango de signos propiciado por el escalar de Ricci, se realiza un estudio
de la densidad del escalar de Ricci en dos dimensiones, siendo θ y vx los ejes de un plano en la
vecindad z(0+) como se muestra en la gura 3.16. Con este gráco se facilita la visualización
de las zonas donde se pueden elegir condiciones iniciales, las cuales al ser consideradas, no
provocan la inestabilización del sistema en su correspondiente estado inicial.
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Figura 3.16: Densidad del escalar de Ricci en el sistema del péndulo invertido en un carro.
El área representada por el color verde, da una idea de la mejor zona para elegir condiciones
iniciales, al contrario del área representada por el color rojo o por el color azul. Por ejemplo,
suponiendo que el carro se mueve a vx(0) = 1 m/s, la posición del péndulo θ podrá variar en
un rango seguro de [−π5 ,
π
5 ], de forma tal que no pierde la estabilidad.
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Capítulo 4.
Sistemas de levitación magnética
Considerando que el análisis de la dinámica propia de un sistema es fundamental en el
estudio de Lagrangianos controlados, en este capítulo realizamos dicho análisis en dos sistemas
de levitación magnética, los cuales, son el objeto de estudio fundamental de este trabajo. Tanto
en el sistema del anillo de Thomson como en el de la esfera con una bobina superior, se explica
su principio de funcionamiento basado en las leyes fundamentales del electromagnetismo, se
hace un reconocimiento de los grados de libertad que se emplearán en el estudio, y a partir
de ellos, se construye la expresión Lagrangiana natural que representa energéticamente a cada
sistema. También se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange a partir de
la expresión Lagrangiana mencionada, a las cuales llamaremos ecuaciones de movimiento no
controladas, que emplearemos en el Capítulo 5 a la hora de denir una ley de control mediante
Lagrangianos controlados.
La simulación de la dinámica natural de estos sistemas de levitación magnética, permitirá
comprobar la veracidad de las ecuaciones de movimiento obtenidas, además, servirá para
comparar la dinámica controlada una vez establecida la ley de control. En este capítulo se
toman algunos casos de estudio para realizar esta actividad.
Finalmente en el capítulo, se realiza un análisis geométrico de estabilidad en cada sistema,
siendo un estudio hasta ahora no implementado en sistemas de levitación magnética; por lo
tanto, constituye una novedad del trabajo que sin dudas, a generado conocimientos.
4.1. Anillo de Thomson
El sistema está constituído por un núcleo ferromagnético innito en posición vertical y con
permeabilidad magnética mayor a la del aire circundante, al cual se le enrolla en la parte infe-
rior una bobina de alambre conductor con características determinadas, y a cierta separación
superior de esta, se coloca un anillo construído con un conductor no magnético de masa m con
dimensiones nitas. En la gura 4.1 se aprecia un diagrama esquemático del sistema, el cual
contiene los elementos constructivos que se han nombrado anteriormente.
Su principio de funcionamiento se basa en los conceptos elementales de la teoría electromag-
nética [39,43,76], demostrado cuando se aplican las ecuaciones de Maxwell en forma integral.
Dicho esto, y en base a las características constructivas del sistema, se deduce lo siguiente:
Al circular una corriente alterna i1 por la bobina aparece un campo magnéticoH1 asociado
a dicha corriente, cambiante en el tiempo y canalizado en el núcleo ferromagnético; esta relación
se explica a través de la ley de Maxwell-Ampère en estado cuasiestático∮
C1
H1 · dl =
∫
S1
J1 ·n da, (4.1)
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aplicada en una supercie abierta S1 delimitada por una curva cerrada C1. Entonces, teniendo
en cuenta que el término derecho de la expresión (4.1) es la corriente total i1 que circula por
la curva cerrada C1, dicha expresión puede escribirse como∮
C1
H1 · dl = i1. (4.2)
Figura 4.1: Anillo de Thomson.
Luego, el ujo magnético Φm1 que atraviesa el anillo expresado en términos de la inducción
magnética B1 que lo genera, y considerando que este uye a través de una supercie abierta




B1 ·n da. (4.3)
Cuando este ujo es cambiante en el tiempo se induce un campo eléctrico E2 alrededor del




E2 · dl. (4.4)
Esta fuerza electromotriz generada, es proporcional a las variaciones temporales del ujo mag-




cuyo signo negativo está en correspondencia con la ley de Lenz, la cual establece que la fuerza
electromotriz generada, y por consiguiente, la corriente que aparece por su causa, tendrán una
dirección opuesta a la del ujo magnético cambiante en el circuito [39]. Empleando la ley de
Ohm como se muestra en [43]
J2 = σE2, (4.6)
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donde σ es la conductividad uniforme en el anillo, se puede armar que la fuerza electromotriz
ε cambiante en el tiempo produce un ujo de corriente i2 con densidad J2 en el anillo, al cual
se asocia un campo magnético H2. Al igualar las expresiones (4.4) y (4.5) teniendo en cuenta
la sustitución de la expresión (4.3) en la expresión (4.5), se obtiene la expresión que dene la
ley de Faraday ∮
C3





B1 ·n da. (4.7)
Como los sentidos de las corrientes i1 e i2 son opuestos, los campos magnéticos asociados a
cada una provocarán un efecto de repulsión en el circuito, traducido como el efecto de una
fuerza actuando en el anillo
Fv = ρ (E2 + v ×B2) , (4.8)
donde el subíndice v indica que E2 es una densidad de fuerza por unidad de volumen; aquí,
el producto J2 = ρ v se conoce como densidad de corriente, y ρ como la densidad de carga.
Esta expresión obtenida a partir de la ley de la fuerza de Lorentz, es aplicable a situaciones
donde existen un gran número de partículas cargadas en movimiento [77], como es el caso del
sistema electromagnético del anillo de Thomson, donde la densidad de fuerza puede denirse
como
Fv = J1 ×B2. (4.9)
Dicha fuerza debe oponerse al propio peso del anillo para permitir nalmente que levite; su
magnitud depende del campo magnético H2, de la corriente i2 y de las características cons-
tructivas del sistema, como por ejemplo, las dimensiones del anillo y el número de vueltas en
la bobina [78]. En la gura 4.2 se aprecia la distribución esquemática de los campos magnéti-
cos en el sistema, mostrando sus respectivos sentidos en correspondencia con las corrientes y
considerando el medio ferromagnético mediante la relación constitutiva B = µH.
Figura 4.2: Comportamiento de los campos magnéticos en el anillo de Thomson.
Si la bobina fuese alimentada con corriente directa constante, no se induciría corriente
en el anillo al no existir campos magnéticos cambiantes en el tiempo, por lo tanto, tampoco
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existiría interacción entre dichos campos magnéticos provocando que el fenómeno de levitación
magnética no tenga sentido.
Un detalle que no se debe obviar en el análisis del principio de funcionamiento del siste-
ma, corresponde al calentamiento del anillo por el efecto Joule, dado por la propia corriente
inducida i2 y la resistencia del material, tomada en el estudio como R2. Como se plantea en el
trabajo experimental de Baylie et al. [78], si se reduce la temperatura en el anillo disminuye su
resistencia, y por lo tanto, aumenta la corriente i2 provocando un crecimiento en la fuerza de
H2, lo cual permite que el anillo se eleve más alto. En los trabajos presentados por Wang et
al. [79], Riski et al. [80] y Shiota et al. [81], atacan este efecto indeseable traducido en pérdidas
de energía mediante estudios de superconductividad, con resultados relevantes y que propician
en sí, un campo de investigación en la rama de la levitación magnética aplicada.
4.1.1. Construcción del Lagrangiano natural del sistema
La construcción del Lagrangiano natural del sistema se basa en presentar el formalismo
Lagrangiano como se dene en la expresión (2.1). Este formalismo Lagrangiano desde el punto
de vista matemático, como ya es conocido, está compuesto por la diferencia entre la suma de
todas las energías cinéticas y la suma de todas las energías potenciales consideradas. Toma
el nombre de Lagrangiano natural por el hecho de que no se hacen cambios desde el punto
de vista geométrico en las expresiones que lo conforman, o bien, en la dinámica natural del
sistema sin considerar perturbaciones u otras fuerzas externas.
Para llevar a cabo la construcción de la expresión Lagrangiana, se hará un reconocimiento
de los grados de libertad que se van a considerar en el sistema, para luego denir las expresiones
energéticas que conforman nalmente la expresión.
Reconocimiento de los grados de libertad
Los grados de libertad que se tendrán en cuenta para el estudio del sistema, son denidos
como el número mínimo de coordenadas generalizadas independientes necesarias para denir
el estado cinemático de un mecanismo o sistema electromecánico. El número de grados de
libertad coincide con el número de ecuaciones necesarias para describir el movimiento.
Para efectuar este estudio se establecen tres grados de libertad, los cuales, son tomados
atendiendo a las siguientes consideraciones:
h. Altura o posición del anillo en el eje vertical.
Solo se considera la variación de la posición del anillo en el eje vertical, excluyendo
otros posibles grados de libertad como podrían ser la variación de la posición horizontal
y angular. La selección de este único grado de libertad con respecto a las posiciones
simplica el estudio; para los objetivos del mismo, enfocados en lograr el control del
sistema, sería suciente, además, por el hecho de estar el anillo rodeando al núcleo,
no existirán variaciones considerables en su posición horizontal. El par en coordenadas
generalizadas de este grado de libertad se dene como (h, ḣ), siendo ḣ la velocidad del
anillo considerada más adelante como v .
q1. Carga eléctrica en la bobina.
Seleccionar este grado de libertad y no la corriente i1 que circulará por la bobina, permi-
tirá analizar al sistema como de primer orden en las corrientes, empleando el movimiento
de cargas i1 = −q̇1, cuando realmente las corrientes se estudiarán de la forma i̇1 = −q̈1,
siendo el sistema de segundo orden en las cargas. Esto implica que (i1, i̇1), o (q̇1, q̈1),
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sea el par en coordenadas generalizadas para este grado de libertad, y por consiguiente,
pueda emplearse en el sistema de primer orden.
q2. Carga eléctrica en el anillo.
Este grado de libertad se selecciona de forma análoga según el procedimiento expuesto
anteriormente para denir a q1; en este caso, también conviene analizar al sistema como
de primer orden en las corrientes. De este modo, se garantiza que (i2, i̇2), o (q̇2, q̈2) sea
el par en coordenadas generalizadas para este grado de libertad.
Denición de funciones energéticas
El análisis detallado de funciones energéticas en el sistema, de acuerdo al carácter cinético o
potencial en cada elemento, permite que la expresión Lagrangiana se adapte en mayor medida
a la dinámica real que se desea estudiar. A continuación, se denirán las funciones energéticas
en cada elemento, y posteriormente, se escribirá la expresión lagrangiana natural del sistema.
Bobina
Considerando que la bobina se encuentra ja, es decir, que su posición no varía a lo largo







donde L1 es la inductancia en la bobina. Esta expresión se puede denir como la energía
cinética asociada al movimiento de cargas en la bobina (Consultar la sección 2.3); a
partir de aquí, se dene T1 = E1, en relación a la notación empleada en el trabajo.
Anillo
Teniendo en cuenta que el anillo levitará a una altura determinada h, tendrá una com-
ponente de energía potencial
U = mgh, (4.11)
donde m es la masa del anillo y g la constante de aceleración gravitatoria.
Como también se considerarán variaciones en la altura debido al comportamiento natural












donde L2 es la inductancia en el anillo. Esta expresión se asocia al movimiento de cargas
en el anillo, de forma similar a la presentada en la expresión (4.10).
Acople
El acoplamiento energético entre los elementos del sistema, constituye un componente
fundamental dentro de la expresión Lagrangiana; de no existir una función energética
que relacione la dinámica conjunta de los elementos, el análisis del sistema desde el pun-
to de vista físico-matemático arrojará resultados de sistemas observados por separado.
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Más aún, el estudio de sistemas mediante el formalismo Lagrangiano, permite establecer
funciones de acoplamiento con una facilidad sumamente considerable en relación a las
que se podrían obtener mediante los diagramas de fuerzas empleados en la mecánica
clásica. Una idea de como denir funciones de acoplamiento en sistemas Euler-Lagrange
se presenta en la sección 2.5. Esta es una herramienta que también facilita el estudio de
sistemas con campo magnético.
Para este caso se denirá L12 como la inductancia mutua entre el anillo y la bobina,
siendo una función de la altura h de acuerdo a los modelos presentados por Barry et
al. [5] y Jiménez et al. [6]. Se hará la aproximación de L12(h) mediante el truncamiento
de la serie de Taylor descrito en la sección 2.5. Dicho esto, se dene la expresión
T12 = L12(h)q̇1q̇2, (4.14)
la cual relaciona el movimiento de cargas tanto en el anillo como en la bobina, además
de incluir la inductancia mutua como función de la altura L12(h). Esta expresión según
su conguración, puede tomarse como la energía cinética debida al acoplamiento de
elementos en el sistema.















+ L12(h)q̇1q̇2 −mgh, (4.15)
con el cual, se obtendrán seguidamente las ecuaciones de movimiento del sistema, a partir de
derivar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.
4.1.2. Obtención de las ecuaciones de movimiento
Las ecuaciones de movimiento de este sistema se obtendrán aplicando la expresión (2.4),
conocida como la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange en coordenadas generalizadas.























Como se observa, existe una equivalencia entre el número de ecuaciones que se resolverán y el
número de grados de libertad considerados en el sistema.
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Teniendo en cuenta las expresiones
i1 = −q̇1 (4.28)
i2 = −q̇2 (4.29)
y
v = ḣ, (4.30)













L12i1v − L12(h)i̇1 −R2i2, (4.33)
donde se observa que ya quedan escritas en términos de las corrientes i1 e i2 y de la velocidad
v, facilitando así los estudios posteriores. Los términos señalados en azul corresponden a la
inuencia de términos disipativos: β para representar la fricción del anillo con el núcleo ferro-
magnético, R1 y R2 para representar el efecto Joule en la bobina y el anillo respectivamente;
estos términos no surgen naturalmente de las ecuaciones de movimiento obtenidas, pero si será
necesaria su consideración en el estudio de la dinámica propia del sistema.
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4.1.3. Simulaciones de la dinámica propia del sistema
Hasta el momento, se ha estudiado el sistema del anillo de Thomson considerando las
funciones energéticas que conforman el Lagrangiano natural, y que por demás, garantizan las
condiciones para la levitación magnética. Solo se han incluido parámetros circuitales en el
sistema referentes a las inductancias, propias y mutua, pero como parte de este estudio, y
garantizando que todo análisis cumpla con la dinámica real, se deben incluir otros parámetros
circuitales como las resistencias y fuente de alimentación. En este sentido, las resistencias R1 y
R2, propias del conductor utilizado en la bobina y el anillo respectivamente, junto al coeciente
de fricción β propio del efecto del aire y del posible rozamiento mínimo del anillo con el núcleo,
constituyen los términos disipativos que se agregarán a las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange obtenidas; por otra parte, la fuente de alimentación de corriente alterna U(t) solo
se agrega para tener en ella una variable de control que podría modicarse desde el punto
de vista geométrico, no siendo empleada en las siguientes simulaciones, para las cuales será
siempre nula y solo se considerará un valor inicial de corriente en la bobina.
Las simulaciones que se realizan a continuación tienen como objetivo fundamental observar
el comportamiento de algunas variables del sistema, y por lo tanto, arribar a conclusiones de
acuerdo al comportamiento dinámico del mismo. Se analizarán las variables h e i1, ambas en
base a su comportamiento en el tiempo.
Se tomarán tres casos de estudio enmarcados en el modelo dinámico del sistema, donde en
cada uno se hará una variación de los parámetros circuitales seleccionados de manera arbitraria,
es decir, aún no se considerarán valores reales obtenidos experimentalmente; el comportamiento
físico del sistema puede ser simulado hasta ahora sin considerar ciertas exactitudes, de forma
tal que se pueda observar la conservación de energía en este según el Lagrangiano natural
construido.
Caso de estudio I
En este caso no se tendrán en cuenta los términos disipativos R1, R2 y β, los cuales re-
presentarán al sistema operando como caso ideal. Los demás parámetros que se consideran
son: L1 = 1 H, L2 = 1 H, L120 = 0, L
′
12 = 0.05 H, g = 9.81 m/s
2 y m = 0.5 kg, incluyendo
condiciones iniciales i1(0) = 100 A, i2(0) = 0, h(0) = 0.4 m y v(0) = 0. El tiempo empleado
en las simulaciones será t = 20 s.
En la gura 4.3, se aprecia como el anillo levita a una altura oscilante con límite superior
constante denido por la condición inicial, y con límite inferior también constante denido en
términos energéticos como un punto de máxima energía cinética y mínima energía potencial,
en el cual, el sistema está bajo la acción de una fuerza magnética máxima, y por tanto, el
anillo comienza a elevarse nuevamente partiendo de una velocidad v = 0.
El comportamiento de no sobrepasar la altura máxima denida por la condición inicial,
se debe a que en el sistema no actúan otras fuentes de energía distintas a las que ya posee,
entendiéndose esto como el cumplimiento de la ley de conservación de la energía, propiciada
además en este caso, por la ausencia de friccón y de términos disipativos en el sistema.
Cuando el anillo se coloca a una altura inicial h0 como se aprecia en la gura 4.3, el sistema
solo cuenta con una corriente inicial que no varía en el tiempo, y por consiguiente, no existirá
variación temporal del campo magnético inducido como establece la expresión (4.2), de este
modo, tampoco existirá un ujo magnético cambiante en el tiempo capaz de inducir un campo
eléctrico en el anillo como establece la expresión (4.4), y por lo tanto, no existirá una corriente
i2 cambiante en el tiempo capaz de inducir un campo magnético B2 que se oponga al existente
propiciando que no exista una fuerza magnética que contrarreste el peso del anillo, entonces, el
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Figura 4.3: Comportamiento natural de la altura del anillo de Thomson.
anillo cae. Luego, cuando el anillo va cayendo adquiere un movimiento con respecto a la bobina,
y según establece la ley de Faraday explicada por Jackson [39], en el anillo existirá un ujo
magnético que en este caso se opondrá al existente y así, puede inducirse en el, una corriente
i2 según la ley de Ohm en la expresión (4.6), a partir de la fuerza electromotriz producida por
la variación temporal del ujo magnético como se muestra en la expresión (4.5). En el punto
que el anillo experimenta una compensación de la fuerza magnética con respecto a su propio
peso, comienza a elevarse haciendo que cambie la dirección del ujo magnético inducido en la
bobina y así, la dirección del campo eléctrico que produce la fuerza electromotriz en el anillo;
al alejarse de la bobina, la corriente inducida i2 experimentará un decrecimiento que provoca
la disminución de la fuerza magnética de sustentación, hasta un punto máximo de altura donde
dicha fuerza es nula. A partir de aquí, el sistema se comporta de forma oscilatoria repitiendo
todo el proceso en cada ciclo. En las guras 4.4 y 4.5 se muestra el comportamiento de las
corrientes en el sistema en relación con lo explicado anteriormente.
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Figura 4.4: Comportamiento natural de la corriente por la bobina. Sistema del anillo de Thom-
son.
Figura 4.5: Comportamiento natural de la corriente inducida en el anillo de Thomson.
Para observar el comportamiento de h(t) vs. v(t) se traza su correspondiente plano de fase,
mostrado en la gura 4.6. Este plano de fase puede dar una idea de la estabilidad del sistema,
aunque en este sentido no se hace ningún estudio en esta sección. El análisis de estabilidad del
sistema, se presenta en la sección siguiente realizado desde el punto de vista geométrico.
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Figura 4.6: Plano de fase correspondiente a la dinámica natural del anillo de Thomson.
Caso de estudio II
En este caso tampoco se tendrán en cuenta los términos disipativos R1 y R2, pero en
cambio, si se considera un coeciente de fricción β = 0.5. Los demás parámetros que se
consideran son: L1 = 1 H, L2 = 1 H, L120 = 0, L
′
12 = 0.05 H, g = 9.81 m/s
2 y m = 0.5 kg,
incluyendo condiciones iniciales i1(0) = 100 A, i2(0) = 0, h(0) = 0.4 m y v(0) = 0. El tiempo
empleado en las simulaciones será t = 20 s.
En la gura 4.7, se aprecia como el anillo comienza a levitar a una altura oscilante, de
igual forma como ocurrió en el caso de estudio I, pero a su vez dicha altura, experimenta una
disminución en su amplitud hasta permanecer prácticamente constante en el tiempo, hecho
que es muy conveniente según los nes prácticos con que se utilizan sistemas de este tipo,
y por consiguiente, representa el comportamiento dinámico que se desea tenga el sistema al
obtener su Lagrangiano controlado, con el cual, se logrará mantener la estabilidad.
Figura 4.7: Comportamiento de la altura del anillo de Thomson considerando fricción.
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Este comportamiento se debe a la ausencia de disipación en las resistencias eléctricas,
pero especialmente, a la inserción del coeciente β como un parámetro físico que representa
el efecto de la fricción ya descrito. Poco a poco se alcanza la compensación entre la fuerza
magética producida en el anillo y la fuerza gravitatoria con que este es atraído hacia la su-
percie, haciendo que nalmente levite sin oscilaciones ruidosas. Las corrientes i1 e i2, cuyo
comportamiento se aprecia en las guras 4.8 y 4.9 respectivamente, también experimentan un
comportamiento oscilatorio al inicio, pero en la medida que pasa el tiempo, se estabilizan en
un punto constante.
Figura 4.8: Comportamiento de la corriente por la bobina considerando fricción. Sistema del
anillo de Thomson.
Figura 4.9: Comportamiento de la corriente inducida en el anillo de Thomson considerando
fricción.
Para observar el comportamiento de h(t) vs. v(t) se traza nuevamente su correspondiente
plano de fase, mostrado en la gura 4.10. En este plano de fase, a diferencia del mostrado en la
gura 4.6, se observa una altura constante, sin variaciones en la velocidad del anillo alrededor
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de ese punto. Un plano de fase como este, es el que se necesita obtener cuando se aplique el
estudio de Lagrangianos controlados.
Figura 4.10: Plano de fase correspondiente a la dinámica del anillo de Thomson considerando
fricción.
Caso de estudio III
En este caso si se tendrán en cuenta los términos disipativos R1 = 0.1 Ω, R2 = 0.1 Ω
y β = 0.5. Los demás parámetros que se consideran son: L1 = 1 H, L2 = 1 H, L120 = 0,
L
′
12 = 0.05 H, g = 9.81 m/s
2 y m = 0.5 kg, incluyendo condiciones iniciales i1(0) = 100 A,
i2(0) = 0, h(0) = 0.4 m y v(0) = 0. El tiempo empleado en las simulaciones será t = 20 s.
En la gura 4.11, se aprecia como el anillo comienza a levitar a una altura oscilante hasta
un relativo corto período de tiempo, donde cae paulatinamente.
Figura 4.11: Comportamiento de la altura del anillo de Thomson considerando fricción y
disipación en el circuito.
43
4.1. Anillo de Thomson Sistemas de levitación magnética
MCIE VRJG
Este comportamiento se debe a las resistencias consideradas, provocando que en el anillo
aumente la temperatura y disminuya su conductividad; en consecuencia, la corriente i2 también
disminuye y por lo tanto, se pierde la compensación entre la fuerza magética producida en el
anillo y la fuerza gravitatoria con que este es atraído hacia la supercie. En dichas resistencias
se disipa la energía con la que el sistema comienza a operar, y por el hecho de no tener
fuente que la restablezca, el anillo cae. Esto demuestra que dichas resistencias inuyen en la
inestabilización del sistema. El comportamiento de las corrientes i1 e i2, se muestra en las
guras 4.12 y 4.13 respectivamente.
Figura 4.12: Comportamiento de la corriente por la bobina considerando fricción y disipación.
Sistema del anillo de Thomson.
Figura 4.13: Comportamiento de la corriente inducida en el anillo de Thomson considerando
fricción y disipación.
Como en los anteriores casos de estudio, estas corrientes experimentan un comportamiento
oscilatorio al inicio, pero en la medida que pasa el tiempo y bajo la acción de las resistencias
colocadas, decrecen paulatinamente según va cayendo el anillo.
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En este caso de estudio también se traza el plano de fase correspondiente a h(t) vs. v(t)
para analizar el comportamiento del sistema desde ese punto de vista. Lo particular de este
plano de fase, mostrado en la gura 4.14, es que muestra a simple vista que el sistema se
inestabiliza ante la acción de la fricción y la disipación, al no tener el sistema una fuente
compensadora que regule su comportamiento.
Figura 4.14: Plano de fase correspondiente a la dinámica del anillo de Thomson considerando
fricción y disipación.
4.1.4. Análisis geométrico de estabilidad
Partiendo del estudio teórico realizado en la sección 2.6 y considerando los tres grados de
libertad denidos en el sistema, se construye el tensor geométrico
G = L1 dq1 ⊗ dq1 + L2 dq2 ⊗ dq2 + L12(h) dq1 ⊗ dq2
+ L12(h) dq2 ⊗ dq1 +m dh⊗ dh, (4.34)
con el cual, se dene la métrica no singular denida positiva
µ =
 L1 L12(h) 0L12(h) L2 0
0 0 m
 . (4.35)
En este estudio de estabilidad desde el punto de vista geométrico, consideramos emplear la
aproximación de L12(h) mediante el truncamiento de la serie de Taylor, descrito en la sección
2.5. No se considera la disipación en el sistema, o sea, solo se trabaja con las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange obtenidas a partir de la expresión Lagrangiana natural
conservativa en la expresión (4.15); con estas ecuaciones y a partir de la métrica de Jacobi, se
obtiene un escalar de Ricci que dene las curvaturas en el espacio de conguración del sistema,
dado como una función de cuatro variables f(i1, i2, h, v). Las singularidades de esta función
seccionalizada, debido a su tamaño, se analizan empleando su denominador
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en la expresión (4.36) es una singularidad
de la función en dependencia del comportamiento de L12(h), considerando que L1 y L2 son
constantes positivas.
Anulando la componente i2 de f , con el objetivo de visualizar en la gura 4.15 los signos
del escalar de Ricci en tres dimensiones, se evalúa i1 = 1 A; los ejes h y v se consideran en los
rangos [−3, 3] m y [−3, 3] m/s respectivamente. El eje z representa el signo de la curvatura.
Figura 4.15: Sección de la curvatura de movimiento en el sistema del anillo de Thomson.
Como se aprecia, la curvatura en su totalidad tiene valores positivos en z de acuerdo
a los rangos de h y v, los cuales fueron establecidos de forma tal, que incluyeran posibles
condiciones iniciales cercanas a h(0) = 0 y v(0) = 0. Este comportamiento de la curvatura,
según el estudio realizado en la sección 2.6, especialmente teniendo en cuenta la denición
presentada por Yahalom et al. [47], supone la estabilidad del sistema.
También se puede notar en la gura 4.15 las singularidades





las cuales dan una idea del rango de operación que se puede considerar para h teniendo en
cuenta los parámetros seleccionados, o simplemente, en función de una altura especíca a la
que se pretenda levite el anillo.
En aras de hacer una selección de condiciones iniciales que garanticen la estabilidad, te-
niendo en cuenta el rango de signos propiciado por el escalar de Ricci, se realiza un estudio
de la densidad del escalar de Ricci en dos dimensiones, siendo h y v los ejes de un plano en la
vecindad z(0+) como se muestra en la gura 4.16. Con este gráco se facilita la visualización
de las zonas donde se pueden elegir condiciones iniciales, las cuales al ser consideradas, no
provocan la inestabilización del sistema en su correspondiente estado inicial.
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Figura 4.16: Densidad del escalar de Ricci en el sistema del anillo de Thomson.
El área central representada por el color verde da una idea de la mejor zona para elegir
condiciones iniciales, al contrario del área representada por el color rojo o por el color azul.
Por ejemplo, suponiendo que el anillo es colocado en una posición inicial h0 = 0 con velocidad
inicial v(0) = 0, su movimiento podrá variar en un rango seguro de [−1, 1] m y [−1, 1] m/s2
para h y v respectivamente, de forma tal que no pierde la estabilidad.
4.2. Esfera con una bobina superior
El segundo sistema de levitación magnética que se estudia en este trabajo está constituído
por un núcleo ferromagnético de proporciones nitas en posición vertical colocado en un plano
superior sin movimiento, este núcleo tiene permeabilidad magnética mayor a la del aire circun-
dante, al cual se le enrolla una bobina de alambre conductor con características determinadas.
A cierta separación inferior al núcleo, se coloca una esfera ferromagnética maciza de masa m
con dimensiones nitas. En la gura 4.17 se aprecia un diagrama esquemático del sistema, el
cual contiene los elementos constructivos que se han nombrado anteriormente.
Figura 4.17: Esfera con una bobina superior.
Su principio de funcionamiento, de forma similar al descrito para el sistema del anillo
de Thomson, se basa en los conceptos elementales de la teoría electromagnética [39, 43, 76],
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demostrado cuando se aplican las ecuaciones de Maxwell en forma integral. Entonces, se deduce
lo siguiente: Al circular una corriente alterna i por la bobina, aparece un campo magnético H1
asociado a dicha corriente, cambiante en el tiempo y canalizado en el núcleo ferromagnético;
esta relación se explica a través de la ley de Maxwell-Ampère en estado cuasiestático mostrada
en la expresión (4.1), aplicada en una supercie abierta S1 delimitada por una curva cerrada
C1.
Entonces, teniendo en cuenta que el término derecho de la expresión (4.1) es la corriente
total i que circula por la curva cerrada C1, dicha expresión puede escribirse como∮
C1
H1 · dl = i. (4.38)
Por otra parte, el ujo magnético Φm que atraviesa la esfera expresado en términos de la
inducción magnética B1 que lo genera, y considerando que este uye a través de una supercie




B1 ·n da. (4.39)
Como este ujo es cambiante en el tiempo, se induce un campo eléctrico E2 alrededor
de la esfera, circulando por una curva cerrada C3, cuya integral de línea dene la fuerza
electromotriz similar a la mostrada en la expresión (4.4). Dicha fuerza electromotriz generada,





cuyo signo negativo está en correspondencia con la ley de Lenz, la cual establece que
la fuerza electromotriz generada, y por consiguiente, la corriente que aparece por su causa,
tendrán una dirección opuesta a la del ujo magnético cambiante en el circuito [39].
Luego, empleando la ley de Ohm como se muestra en [43] y en correspondencia con la
expresión (4.6), se puede armar que la fuerza electromotriz ε cambiante en el tiempo produce
un ujo de corriente i2 con densidad J2 en la esfera, a la cual, se asocia un campo magnético
H2. Al igualar las expresiones (4.4) y (4.40) teniendo en cuenta la sustitución de la expresión
(4.39) en la expresión (4.40), se obtiene la expresión que dene la ley de Faraday∮
C3





B1 ·n da. (4.41)
Como los sentidos de las corrientes i e i2 son opuestos, los campos magnéticos asociados
a cada una provocarán un efecto de repulsión en el circuito, descrito como el efecto de una
fuerza actuando en la esfera como se observa en las expresiones (4.8) y (4.9). Esta fuerza debe
oponerse al propio peso de la esfera para permitir nalmente que levite.
En la gura 4.18, se aprecia la distribución esquemática de los campos magnéticos en el
sistema, mostrando sus respectivos sentidos en correspondencia con las corrientes.
Si la bobina fuese alimentada con corriente directa constante, no se induciría corriente en
la esfera al no existir campos magnéticos cambiantes en el tiempo, por consiguiente, tampoco
existiría interacción entre dichos campos magnéticos provocando que el fenómeno de levitación
magnética no exista.
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Figura 4.18: Comportamiento de los campos magnéticos en el sistema de la esfera con una
bobina superior.
4.2.1. Construcción del Lagrangiano natural del sistema
Para realizar la construcción del Lagrangiano natural del sistema, de forma similar a como
se estableció en el caso del anillo de Thomson, debemos tener en cuenta que la expresión
que se obtenga tiene que se similar a la expresión (2.1). A este Lagrangiano, no se le harán
modicaciones geométricas ni modicaciones que alteren la dinámica propia del sistema, y por
lo tanto, pueda ser llamado Lagrangiano natural. Comenzaremos con el reconocimiento de los
grados de libertad que se van a considerar en el estudio, para luego denir las expresiones
energéticas que conforman nalmente la expresión Lagrangiana.
Reconocimiento de los grados de libertad
Como ya mencionamos anteriormente, los grados de libertad que se terndrán en cuenta pa-
ra el estudio del sistema, son denidos como el número mínimo de coordenadas generalizadas
independientes necesarias para denir el estado cinemático de un mecanismo o sistema elec-
tromecánico. El número de grados de libertad coincide con el número de ecuaciones necesarias
para describir el movimiento. En este caso, se establecen dos grados de libertad atendiendo a
las siguientes consideraciones:
h. Altura o posición de la esfera en el eje vertical.
Solo se considera la variación de la posición de la esfera en el eje vertical, excluyendo
otro posible grado de libertad como podría ser la variación de la posición horizontal.
La selección de este único grado de libertad con respecto a las posiciones simplica el
estudio; para los objetivos del mismo, enfocados en lograr el control del sistema mediante
Lagrangianos controlados, sería suciente. El par en coordenadas generalizadas de este
grado de libertad se dene como (h, ḣ), siendo ḣ la velocidad de la esfera considerada
más adelante como v.
q. Carga eléctrica en la bobina.
Como pudimos apreciar en el caso del anillo de Thomson, seleccionar este grado de
libertad y no la corriente i que circulará por la bobina, permitirá analizar al sistema
49
4.2. Esfera con una bobina superior Sistemas de levitación magnética
MCIE VRJG
como de primer orden en dicha corriente, empleando el movimiento de cargas i = −q̇,
cuando realmente la corriente se estudiará de la forma i̇ = −q̈, siendo el sistema de
segundo orden en la carga. Esto implica que (i, i̇), o (q̇, q̈), sea el par en coordenadas
generalizadas para este grado de libertad, y por consiguiente, pueda emplearse en el
sistema de primer orden.
Denición de funciones energéticas
La denición de funciones energéticas en el sistema, de acuerdo al carácter cinético o
potencial en cada elemento, permite que la expresión Lagrangiana se adapte en mayor medida
a la dinámica real que se desea estudiar. Para ello, nos enfocaremos en los siguientes elementos:
Bobina
Suponiendo que la posición de la bobina no varía a lo largo del núcleo ferromagnético,






donde Lc(h) es la inductancia en el sistema. Como se aprecia, Lc(h) es una función de
la altura que alcance la esfera. Insertamos esta función dentro del análisis energético en
la bobina, por la razón de considerar la expresión
L(h) = L1 + L0e
−h
a , (4.43)
donde L1 es la auto-inductancia de la bobina cuando se retira la bola, como podemos
apreciar en la sección 2.5 junto con la denición de los demás parámetros. Justamente
la expresión (4.43) además de ser la inductancia en el sistema, como ya se mencionaba,
representa el acoplamiento energético que usaremos en la expresión Lagrangiana. Dicha
expresión se puede denir como la energía cinética asociada al movimiento de cargas
en la bobina (Consultar la sección 2.3); por lo tanto, consideraremos en este estudio
T1 = E1, en relación a la notación empleada.
Esfera
Teniendo en cuenta que la esfera levitará a una altura determinada h, tendrá una com-
ponente de energía potencial
U = mgh, (4.44)
donde m es la masa de la esfera y g, la constante de aceleración gravitatoria.
Además, como existirá movimiento de la esfera en el eje vertical, se debe considerar















a partir del cual, se obtendrán las ecuaciones de movimiento del sistema derivando las
ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.
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4.2.2. Obtención de las ecuaciones de movimiento
En este caso, las ecuaciones de movimiento también se obtendrán aplicando la expresión
(2.4), conocida como la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange en coordenadas generali-
















en correspondencia con el número de grados de libertad considerados en el sistema; se
resolverán dos ecuaciones.













































Teniendo en cuenta las expresiones
i = −q̇ (4.55)
y
v = ḣ, (4.56)













civ −Ri− U(t). (4.58)
Como se aprecia, ya quedan escritas en términos de la corriente i y de la velocidad v,
facilitando así los estudios posteriores. El término señalado en azul corresponde a la inuencia
de un término disipativo R que representa el efecto Joule en la bobina. En este sistema no se
considera un coeciente de fricción β en la expresión (4.57), por la razón que solo estaría dado
por la inuencia del aire y se puede despreciar fácilmente. Se recuerda nuevamente que estos
términos disipativos no surgen naturalmente de las ecuaciones de movimiento obtenidas, pero
si será necesaria su consideración en el estudio de la dinámica propia del sistema.
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4.2.3. Simulaciones de la dinámica propia del sistema
Para llevar a cabo las simulaciones de la dinámica natural del sistema, se realizarán dos ca-
sos de estudio según el modelo dinámico del sistema, donde en cada uno se hará una variación
de los parámetros circuitales seleccionados de manera arbitraria, es decir, aún no se conside-
rarán valores reales obtenidos experimentalmente. Con estas simulaciones se puede observar
la conservación de la energía según el Lagrangiano natural construido. Para el primer caso,
no se considera la disipación y la fricción en el sistema; de hecho, considerar un coeciente
de fricción no tendría mucho sentido, ya que solo se tendría que tener en cuenta el coeciente
de fricción del aire que actúa en la esfera, el cual, es muy pequeño. En un segundo caso de
estudio, si se considera una resistencia R, propia del conductor utilizado en la bobina; la disi-
pación que ocurre en este elemento circuital, si afecta al balance energético en el sistema, y por
consiguiente, se espera que la esfera caiga a medida que avance la simulación. En ambos casos,
no se considerará fuente de alimentación, solo se considerará un valor inicial de corriente en la
bobina; el empleo de fuente, como también se mencionaba en el estudio del anillo de Thomson,
se considerará en el Capítulo 5, al modicarla para agregar el control según el Lagrangiano
controlado obtenido.
Caso de estudio I
En este caso, como ya se mencionaba, no se tendrá en cuenta el término disipativo R,
permitiendo representar la operación del sistema como caso ideal. Los parámetros que se
consideran son: L1 = 0.349 H, L0 = 0.229 H, Lp = 0.5, a = 6.66 × 10−3, g = 9.81 m/s2 y
m = 0.018 kg, incluyendo condiciones iniciales i(0) = 0.8486 A, h(0) = 0.04 m y v(0) = 0. El
tiempo empleado en las simulaciones será t = 20 s.
En la gura 4.19, se aprecia como la esfera levita a una altura oscilante con límite inferior
constante denido por la condición inicial, el cual, en términos energéticos, se dene como un
punto de máxima energía potencial y mínima energía cinética, según las referencias considera-
das. En este punto, la esfera está bajo la acción de una fuerza magnética mínima y comienza
a caer. Luego se repite el ciclo evidenciándose la conservación de la energía en el sistema,
especialmente, por no considerar elementos disipativos, de fricción u otras fuentes externas.
En el punto de mínima energía potencial, la esfera con v = 0, vuelve a elevarse por la acción de
una fuerza electromagnética máxima. Técnicamente el fenómeno electromagnético que ocurre
en este caso de estudio, es similar al descrito en el Caso de estudio I correspondiente al análisis
del anillo de Thomson.
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Figura 4.19: Comportamiento natural de la altura de la esfera.
En la gura 4.20, se muestra el comportamiento de la corriente por la bobina; como se
aprecia, también tiene un comportamiento oscilatorio constante al no ser afectada por la
disipación de una resistencia. Esta corriente va deniendo la fuerza magnética en el sistema
en correspondencia con sus oscilaciones, por lo cual, desde el punto de vista electromagnético,
la esfera compensa en cada una, a su propio peso para poder levitar por la razón que ya se
explicaba.
Figura 4.20: Comportamiento natural de la corriente por la bobina. Sistema de la esfera con
una bobina superior.
Para observar el comportamiento de h(t) vs. v(t) se traza su correspondiente plano de fase,
mostrado en la gura 4.21. Este plano de fase puede dar una idea de la estabilidad del sistema,
aunque hasta el momento, no se hace ningún estudio en este sentido.
53
4.2. Esfera con una bobina superior Sistemas de levitación magnética
MCIE VRJG
Figura 4.21: Plano de fase correspondiente a la dinámica natural de la esfera con una bobina
superior.
Caso de estudio II
En este caso si se tendrá en cuenta el término disipativo R = 0.1 Ω. Los parámetros que
se consideran son: L1 = 0.349 H, L0 = 0.229 H, Lp = 0.5, a = 6.66 × 10−3, g = 9.81 m/s2 y
m = 0.018 kg, incluyendo condiciones iniciales i(0) = 0.8486 A, h(0) = 0.04 m y v(0) = 0. El
tiempo empleado en las simulaciones será t = 20 s.
En la gura 4.22, se aprecia como la esfera comienza a caer desde el comienzo de la simula-
ción. Se podría haber observado un comportamiento oscilatorio al principio de la simulación,
pero este está fuertemente ligado en la selección de parámetros circuitales y condiciones ini-
ciales; preferimos continuar con los mismos parámetros considerados en el caso de estudio
anterior y observar el comportamiento que esperábamos de la esfera, que cayera por la acción
de la disipación en la bobina. Nuevamente se demuestra que el efecto de la resistencia en el
circuito inuye en la estabilidad del sistema.
Figura 4.22: Comportamiento de la altura de la esfera considerando disipación en el circuito.
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El comportamiento de la corriente i, según se aprecia en la gura 4.23, tiene una caracte-
rística particular; cuando la esfera cae esta corriente decrece súbitamente, tiene una pequeña
variación y luego permanece constante. Al no estar la esfera cerca de la bobina o al no tener
una fuente activada, no puede existir variación en el sentido del campo magnético que en
principio podría inducirse.
Figura 4.23: Comportamiento de la corriente por la bobina considerando disipación. Sistema
de la esfera con una bobina superior.
En este caso de estudio también se traza el plano de fase correspondiente a h(t) vs. v(t)
para analizar el comportamiento del sistema desde ese punto de vista. En la gura 4.24 se ve
a simple vista como se inestabiliza el sistema bajo la acción de la disipación sin control.
Figura 4.24: Plano de fase correspondiente a la dinámica de la esfera considerando disipación.
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4.2.4. Análisis geométrico de estabilidad
De forma similar al estudio realizado en el sistema el anillo de Thomson, se parte del
estudio teórico realizado en la sección 2.6 y de la consideración de los dos grados de libertad
denidos en el sistema. Primero, se construye un tensor geométrico
G = Lc(h) dq ⊗ dq +m dh⊗ dh, (4.59)







Para este estudio de estabilidad, consideramos la aproximación de Lc(h) según se muestra
en la expresión (4.43). Tampoco consideramos la disipación en el sistema, trabajando solo con
las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange obtenidas a partir de la expresión Lagrangiana
natural conservativa en la expresión (4.46); con estas ecuaciones y a partir de la métrica de
Jacobi, se obtiene un escalar de Ricci que dene las curvaturas en el espacio de conguración
del sistema, dado como una función de tres variables f(i, h, v). Las singularidades de esta
función seccionalizada, debido a su tamaño, se analizan empleando su denominador
fD(i, h, v) = 2 (−1 + h)
(
v2 (−1 + h)− i2
)3
. (4.61)
Como se aprecia en la expresión (4.61), el término (−1 + h) es una singularidad de la
función para h = 1. Para realizar un estudio de h y v en los rangos [0, 1.2] m y [−0.1, 0.1] m/s
respectivamente, se evalúa i = 0.8486 A. Este estudio permite visualizar en la gura 4.25 los
signos del escalar de Ricci en tres dimensiones; dichos signos están representados en el eje z.
Figura 4.25: Sección de la curvatura de movimiento en el sistema de la esfera con una bobina
superior.
Para el extremo derecho en el rango de h se considera una magnitud algo exagerada con
respecto a las dimensiones tomadas anteriormente; esto se realiza para observar la singularidad
en la sección de la curvatura de movimiento.
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Como se aprecia, la curvatura tiene signos tanto positivos como negativos en z de acuerdo
a los rangos de h y v, los cuales fueron establecidos de forma tal, que incluyeran posibles
condiciones iniciales cercanas a h(0) = 0 y v(0) = 0. Este comportamiento de la curvatura,
según el estudio realizado en la sección 2.6, especialmente teniendo en cuenta la denición
presentada por Yahalom et al. [47], supone que el sistema será inestable a partir de una
vecindad cercana a la singularidad como se muestra en la gura 4.25. En este sentido, la
selección de condiciones iniciales se hará teniendo en cuenta el tramo de curvatura positivo en
función de una altura especíca a la que se pretenda levite la esfera.
En aras de hacer una selección de condiciones iniciales que garanticen la estabilidad, te-
niendo en cuenta el rango de signos propiciado por el escalar de Ricci, se realiza un estudio
de la densidad del escalar de Ricci en dos dimensiones, siendo h y v los ejes de un plano en la
vecindad z(0+) como se muestra en la gura 4.26. Con este gráco se facilita la visualización
de las zonas donde se pueden elegir condiciones iniciales, las cuales al ser consideradas, no
provocan la inestabilización del sistema en su correspondiente estado inicial.
Figura 4.26: Densidad del escalar de Ricci en el sistema de la esfera con una bobina superior.
El área central representada por el color verde da una idea de la mejor zona para elegir
condiciones iniciales, al contrario del área representada por el color rojo o por el color azul.
Por ejemplo, suponiendo que la esfera es colocada en una posición inicial h0 = 0 con velocidad
inicial v(0) = 0, su movimiento podrá variar en un rango seguro de [4, 8] m y [−1, 1] m/s2
para h y v respectivamente, de forma tal que no pierde la estabilidad.
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Lagrangianos controlados en sistemas
de levitación magnética
En este capítulo se explica el procedimiento para el moldeado de energía cinética como
establece Bloch et al. [3], tomando como objeto de estudio al sistema mecánico conformado
por un péndulo invertido sobre un carro, presentado en el Capítulo 3 mediante un análisis y
simulación de su dinámica propia; dentro de esta explicación se hace énfasis a detalle sobre
la división en direcciones de simetrías y en la hipótesis central que se debe considerar en
la obtención del Lagrangiano controlado, además, se presenta la energía cinética controlada
del sistema, regida por una ley de control especíca que garantiza la estabilidad del mismo.
Finalmente, para este caso de estudio preliminar, se realiza el análisis del sistema dinámico
controlado así como la simulación de la dinámica obtenida.
En el resto del capítulo, se presenta la aplicación de este procedimiento a los casos de estudio
de sistemas de levitación magnética tratados en el trabajo. Para ellos no se enfatiza en algunos
aspectos explicativos que se tratan en la primera sección, pero en cambio, si se explican paso a
paso las consideraciones que se toman atendiendo a las características propias de estos sistemas.
Finalmente, podemos observar como aspecto fundamental que la obtención de Lagrangianos
controlados en sistemas particulares de levitación magnética es factible; conclusión que se
respalda en este capítulo mediante la comparación de la dinámica natural del sistema sin
control con la dinámica obtenida a partir del Lagrangiano controlado teniendo en cuenta las
consideraciones de estabilidad.
5.1. Moldeado de energía cinética
Para explicar el procedimiento de moldeado de energía cinética, presentado de una forma
muy resumida por Bloch et al. [3], se toma como objeto de estudio al sistema mecánico simple
conformado por un péndulo invertido sobre un carro que se mueve en línea recta. El empleo de
este sistema mostrado en la gura 3.10, permite denir una serie de pasos que serán aplicados a
los sistemas particulares de levitación magnética que conforman el objeto de estudio principal
del trabajo, con el objetivo de construir para ellos, su correspondiente Lagrangiano controlado,
y a partir de el, establecer las consideraciones de estabilidad según sus características propias.
Considerando como grados de libertad en el caso más simple, al ángulo θ que determina
la posición del péndulo y a xM , que establece la posición horizontal del carro, se puede denir
el espacio de posibles conguraciones del sistema
Q = S1 × R, (5.1)
mediante un producto cartesiano de los dominios de ambos grados de libertad, los cuales se
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θ ∈ [0, 2π]→ S1, (5.2)
xM ∈ R. (5.3)
Con las expresiones (5.2) y (5.3), se tiene una idea para representar el espacio de posibles
conguraciones Q, el cual, debido a la dirección periódica descrita por θ (círculo S1) y a la
dirección innita descrita por xM , se puede representar topológicamente como un cilindro. En
la gura 5.1 se aprecia la representación del espacio de posibles conguraciones Q, incluyendo
una curva continua y diferenciable γ que dene una posible trayectoria de movimiento del
péndulo de un punto p1 a un punto p2 en el cilindro. Esta curva se dene en cada punto, o
estado del sistema, como γ(t) ⇒ (θ(t), xM (t)) ∀ t, tomando el punto r (θ(t0), xM (t0)) como
estado inicial del sistema.
Figura 5.1: Representación del espacio de posibles conguraciones. Sistema del péndulo inver-
tido en un carro.








es tangente a γ en el punto r, además, forma parte del plano TrQ tangente al cilindro en
r ∈ Q. Las componentes ∂∂θ y
∂
∂xM
son los vectores ê(θ) y ê(xM ) en la dirección horizontal y
vertical respectivamente.
Entonces, empleando la acción funcional establecida en la expresión (2.1) escrita en coor-
denadas generalizadas, y que siendo función del espacio de conguración con dependencia de
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la posición y la velocidad, en este caso sería
L = L
(
θ, xM , θ̇, ẋM
)
. (5.5)
Construyendo un haz tangente (unión de todos los puntos) al espacio de conguración Q
y denido por el espacio de estados TQ como se muestra en la gura 5.2, se puede hacer un
mapeo L : TQ → R de la función Lagrangiana (5.5), desde un punto p con coordenadas de
posición y velocidad p (q, q̇) = p
(
θ, xM , θ̇, ẋM
)
, hasta un punto p′ en Q con coordenadas de
posición p′ (θ, xM ). La dirección γ̇ representa la velocidad del péndulo en el espacio de estados
TQ.
Figura 5.2: Representación del espacio de estados TQ.
Luego, se puede denir en coordenadas generalizadas el Lagrangiano natural del sistema
según se establece en la expresión (2.2).
Por el momento, solo enfocaremos el estudio en la función de energía cinética T , la cual
puede escribirse en este caso como











son las componentes cinéticas que corresponden al movimiento del carro y del péndulo
respectivamente. En el caso de la expresión (5.8), la velocidad v tendrá dos componentes, las
cuales se obtienen parametrizando la curva γ̃ : t → [xm(t), ym(t)], en un espacio Q → R2.
Aquí,
xm(t) = xM (t) + l sin θ(t) (5.9)
y
ym(t) = l cos θ(t), (5.10)
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son las coordenadas de posición del péndulo.
Entonces, se puede denir la velocidad v como una suma de componentes vectoriales
v = vxê(x) + vyê(y), (5.11)
donde vx = ẋm(t) y vy = ẏm(t). De este modo, se calcula
v2 =
(






v2 = ẋ2M + 2l cos θθ̇ẋM + l
2θ̇2. (5.12)
Con este desarrollo, es posible denir la función de energía cinética T = T (q, q̇) para este
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donde G̃ es una matriz simétrica denida positiva con determinante distinto de cero y repre-
senta una estructura geométrica para el espacio de conguración, o simplemente, la métrica
que brinda información de la energía cinética del sistema. Los parámetros que conforman esta
métrica se denen como
a = ml2, b = c = ml, d = (M +m) ,
y serán empleados para escribirla como producto tensorial
G = a dθ ⊗ dθ + b cos(θ) dθ ⊗ dxM + c cos(θ) dxM ⊗ dθ + d dxM ⊗ dxM . (5.15)
5.1.1. División en direcciones de simetrías
El espacio de conguración Q se puede dividir en direcciones de simetrías tanto horizontales
como verticales, identicadas en este caso por el parámetro b donde el ángulo θ no depende




Podemos decir que xM es una dirección vertical que permite moverse enQ sin hacer cambios
en el sistema.
Como G no es una métrica denida en un espacio euclídeo, no se puede armar que la
dirección ∂∂θ sea horizontal y perpendicular a la dirección vertical con dicha métrica; por lo
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tanto, se debe calcular la dirección horizontal que cumpla esta condición de perpendicularidad.
Para ello, se dene
















donde G (V, V ) es un producto interior en Q que da información importante de la geometría,
como por ejemplo, ortogonalidad, tamaño de la curva γ, etc. Con la expresión (5.17) se hará
un mapeo multilineal, en el entendido que xM es una dirección de simetría y por consiguiente,
se puede denir ∂∂xM como la dirección vertical en cada punto; además, como la dirección
horizontal debe ser ortogonal a la dirección vertical con la métrica G, se dene un vector
















y se cumpla la condición de ortogonalidad teniendo un resultado nulo del producto punto.
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como las direcciones del espacio de conguraciónQ. A modo de resumen, la dirección horizontal
denida en la expresión (5.24), es la que permitirá modicar la métrica G respetando las
direcciones de simetrías en el sistema, y por lo tanto, su obtención es el punto de partida en
la obtención del Lagrangiano controlado.
5.1.2. Hipótesis para la obtención del Lagrangiano controlado
El primer punto necesario e hipótesis central en la obtención del Lagrangiano controlado
del sistema, después de realizar el análisis de simetrías y direcciones, es que el espacio de
conguración Q mostrado en la gura 5.1 sea un haz brado principal. Entiéndase como
haz brado principal a ξ : E → B junto a una acción continua E × Λ → P por un grupo
topológico Λ, tal que Λ preserva las bras de E y la acción es libre y transitiva; el brado
principal puede denirse como una variedad diferenciable, de forma tal que ξ : E → B sea una
aplicación diferenciable entre variedades, Λ un grupo de Lie y que la acción de Λ sobre E sea
diferenciable.
En este caso, el haz brado Q está compuesto de dos espacios: la bra, denotada por R y
la base, denotada por el círculo S1; la bra se considera como un grupo de Lie y la base es una
variedad diferenciable. El producto cartesiano de estos espacios, al menos de manera local, es
equivalente a Q como se muestra en la expresión (5.1), donde R satisface las propiedades de
grupo como conjunto y operación. Según la notación general empleada por Bloch et al. [3], el
espacio de conguración puede denirse como
Q = S ×G, (5.26)
donde S es el espacio de formas y G es la bra o grupo de Lie (Consultar la sección 2.7). De
la expresión (5.26) se puede deducir la factorización
S = Q/G, (5.27)
que puede ser representada como se muestra en la gura 5.3, donde la trayectoria γ̄ representa
la evolución del sistema desde la forma P1 con estado E1 hasta la misma forma forma P1 con
estado E2 pasando por la forma P2.
Figura 5.3: Espacio total del sistema o haz brado principal.
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Esto quiere decir, que cuando se realizan acciones AV y AH en las direcciones vertical y
horizontal respectivamente, el sistema evoluciona por el haz brado de tal forma que regresa
al punto inicial, lo cual, desde el punto de vista matemático es equivalente a (5.27). Si por
ejemplo, la acción vertical AV es considerada como una rotación, el sistema mantiene la misma
forma P1 para un estado inicial E1 y para un estado nal (rotado con respecto a E1) E2, lo
que ahora a diferente altura.
Retomando nuestro caso de estudio del péndulo invertido sobre el carro, tenemos que el
espacio de formas es S1, en el cual, el péndulo puede tener varias conguraciones de posición
incluyendo la traslación del carro; por ejemplo, en un instante inicial para la posición del carro
xM0 , el péndulo experimenta una posición angular θ0, luego, el carro se traslada a xM1 de
forma tal que el péndulo mantiene el ángulo θ0, por lo tanto, puede asumirse que el sistema
mantuvo la forma, pero obviamente se hizo una traslación. Entonces, el grupo de simetrías R
puede ser considerado en este caso como el grupo de traslaciones, equivalente al grupo de Lie
teniendo en cuenta la suma de xM0 a xM1 .
Usando nuevamente la expresión (2.2), que para nuestro caso del péndulo invertido sobre
un carro, y solo considerando la energía cinética en la expresión (5.13), se hace un cambio de




µ(v , v), (5.28)
donde µ es la masa generalizada, o bien la matriz de inercia; nótese el cambio de G por µ por





[a dθ ⊗ dθ + b cos θ (dθ ⊗ dxM + dxM ⊗ dθ) + d dxM ⊗ dxM ] (v , v), (5.29)
donde el vector velocidad v se denió en la expresión (5.4).
Luego, retomando la expresión (5.26) que dene al haz brado principal, y que para nuestro
caso es equivalente a la expresión (5.1), el espacio tangente TQ en cada punto mostrado en la
gura 5.4 se escribe como
TQ = D⊕ V er, (5.30)
siendo una distribución D en suma directa [73], p. 19, con la dirección vertical V er denida
por las direcciones de simetrías en la expresión (5.25). Entiéndase por D, un espacio horizontal
D = {Ĥ}; Ĥ = ∂
∂θ





en correspondencia con la expresión (5.24) y denido con la métrica µ, de forma tal que
µ(V er,D) = 0. (5.32)
En otras palabras, el espacio tangente TQ en cada punto q ∈ Q puede dividirse en direcciones
verticales y horizontales, pero estas últimas al no ser ortogonales a V er se pueden representar
como D, según se muestra en la gura 5.4 de forma tal que no sea vertical.
Dicho espacio podrá contener cualquier vector v tangente al punto q ∈ Q con componentes
V er y D, denido en la expresión (5.4), pero ahora, haciendo un cambio de base
v q = v
HĤ + vV V̂ , v q ∈ TqQ, (5.33)
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que también se corresponde con la notación empleada por Bloch et al. [3]
v q = Hor(v) + V er(v). (5.34)







µ(v , V̂ )
µ(V̂ , V̂ )
, (5.36)
aquí, se considera la métrica µ según el cambio de notación realizado, como se aprecia en
la expresión (5.29); además, se emplean las deniciones de Ĥ y V̂ mostradas en la expresión
(5.31) y en la expresión (5.25) respectivamente, teniendo en cuenta que V er = V̂ . El vector
tangente v se considera en su base coordenada.
Figura 5.4: Descomposición del haz tangente TQ considerando la dirección horizontal D.
Entonces, calculando µ(v , Ĥ) de la expresión (5.35), se tiene
µ(v , Ĥ) = [a dθ ⊗ dθ + b cos θ (dθ ⊗ dxM + dxM ⊗ dθ) + d dxM ⊗ dxM ] (v , Ĥ), (5.37)
expresado como producto tensorial de la métrica µ actuando en (v , Ĥ). En este sentido, se va
realizando el cálculo de cada término como se muestra a continuación.
Primer término
a (dθ ⊗ dθ)(v , Ĥ) = a dθ(v) dθ(Ĥ) = a θ̇, (5.38)
donde
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En ambos casos se realizó la operación lineal de abrir sumas y sacar escalares; este procedi-

























(dxM ⊗ dθ) (v , Ĥ) = dxM (v) dθ(Ĥ) = ẋM . (5.43)
En la expresión (5.42) se empleó el resultado de la expresión (5.39), y en la expresión (5.43)
se empleó el resultado de la expresión (5.40).
Tercer término




donde se emplearon los resultados de la expresión (5.42) y de la expresión (5.43).
Sustituyendo las expresiones (5.38), (5.41) y (5.44) en la expresión (5.37), se obtiene










µ(v , Ĥ) =
a θ̇
(




Seguidamente, se calcula µ(Ĥ, Ĥ) de la expresión (5.35), para ello se considera
µ(Ĥ, Ĥ) = [a dθ ⊗ dθ + b cos θ (dθ ⊗ dxM + dxM ⊗ dθ) + d dxM ⊗ dxM ] (Ĥ, Ĥ), (5.46)
donde se aplicará el mismo procedimiento de solución empleado en la expresión (5.37).
Primer término
a (dθ ⊗ dθ)(Ĥ, Ĥ) = a, (5.47)
aplicando el resultado de la expresión (5.40).
Segundo término






aplicando los resultados de la expresión (5.40) y de la expresión (5.42).
Tercer término






aplicando el resultado de la expresión (5.42).
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Sustituyendo las expresiones (5.47), (5.48) y (5.49) en la expresión (5.46), se obtiene

















Finalmente, sustituyendo las expresiones (5.45) y (5.50) en la expresión (5.35), se obtiene
la componente horizontal vH en la dirección Ĥ
vH = θ̇. (5.51)
El cálculo de la componente vertical vV en la dirección V̂ se realiza aplicando el mismo
procedimiento descrito para vH . Entonces, calculando el numerador µ(v , V̂ ) de la expresión
(5.36), se obtiene
µ(v , V̂ ) = b cos θθ̇ + ẋMd. (5.52)
Luego, el denominador µ(V̂ , V̂ ) de la expresión (5.36) es
µ(V̂ , V̂ ) = d. (5.53)
Sustituyendo las expresiones (5.52) y (5.53) en la expresión (5.36), se obtiene
vV =
b cos θθ̇ + ẋMd
d
. (5.54)
Como el espacio vectorial V er genera todo el espacio tangente a la bra, y por consiguiente,
va en la dirección de esta, entonces, es equivalente al espacio tangente a q pero solamente de
la bra G de tal forma que
V er = TqG, (5.55)
donde TqG es un espacio vectorial equivalente al espacio tangente a la identidad de grupo TiG,
y este a su vez, es isomorfo al álgebra de Lie del grupo denida por g. En resumen,
TqG ' TiG ' g, (5.56)
cumple con el Teorema fundamental de los grupos de Lie (Consultar la sección 2.7), cuya
aplicación es necesaria para hacer las particiones verticales y horizontales como presentan Bloch
et al. [3], y por lo tanto, poder continuar con la construcción del Lagrangiando controlado.





















donde τ = τθdθ + τxMdxM por ser un elemento del espacio Q; τθ = τθ(θ, xM ) y τxM =
τxM (θ, xM ) son funciones. Por lo tanto,
τ(v) = θ̇τθ + ẋMτxM , τ(v) ∈ R. (5.58)
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Si se considera que τ en la expresión (5.58) actúa en un elemento vertical, τ(V er) = 0,
entonces se puede denir la 1-forma horizontal real
τ = τθ(θ, xM ) dθ, (5.59)
pero si la 1-forma en la expresión (5.58) es evaluada en un álgebra de Lie g, y considerando







i ⊗ ê(α), (5.60)
donde el término ταi dx
i es el que actúa sobre vectores tangentes a g; êα es la base de g.
En nuestro caso, el grupo de Lie (G, · ) = (R,+), y el álgebra de Lie g = R, cuya base




en la dirección que nos podemos mover, V̂ er. Entonces, considerando la expresión (5.60), la
evaluación de la 1-forma horizontal se dene como
τ = τ 1̂θ (θ, xM ) dθ ⊗ 1̂. (5.61)
Luego, si esta 1-forma horizontal en la expresión (5.61) actúa sobre un vector tangente v en
V̂ , puede reescribirse como
τ(v) = τ 1̂θ v
H 1̂. (5.62)
Ahora bien, si se considera Φ : g → TqQ que mapea de 1̂ → V̂ , notamos que la expresión







Finalmente, retomando las deniciones Hor(v) = vHĤ y V er(v) = vV V̂ , pueden escribirse
Horτ = v
HĤ − τθvH V̂ , (5.64)
y
V erτ = v
V V̂ + τθv






las cuales, se corresponden nuevamente con las deniciones presentadas por Bloch et al. [3]
v q = Horτ (v) + V erτ (v), v ∈ TqQ. (5.66)
En este sentido, puede concluirse que
Hor(v) 6= Horτ (v),
V er(v) 6= V erτ (v).
La consideración de estos aspectos es fundamental para proponer una τ de tal manera, que
el Lagrangiano controlado obtenido en correspondencia con estas particiones cumpla con los
requerimientos del problema de control.
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5.1.3. Lagrangiano controlado del sistema
Empleando la 1-forma horizontal real denida en la expresión (5.59) después de haber sido
evaluada en un álgebra de Lie, se dene la función
k(θ) = τθ(θ, xM ). (5.67)
De este modo, se puede reescribir la expresión (5.63) para obtener
τQ = k(θ)θ̇V̂ , (5.68)
expresión que usaremos para determinar las acciones de la métrica
µ(v , τQ) = k(θ)θ̇
(
d ẋM + b cos(θ)θ̇
)
y
µ(τQ, τQ) = d k(θ)
2θ̇2. (5.69)
Con estas herramientas ya se puede establecer el término T
′
que dene al control dentro
de la función de energía cinética en el Lagrangiano controlado
T
′
:= µ(v , τQ) +
1
2






(σ + 1) + d ẋMk(θ)θ̇ + b cos(θ)k(θ)θ̇
2, (5.70)
obtenido por las acciones de la métrica sobre nuevos vectores horizontales; en otras pala-
bras, es una energía cinética modicada. La constante σ es un factor conforme que deniremos
como σ = − 1κ , de igual forma a como establecen Bloch et al. [3]. Veremos más adelante que el
ajuste de esta constante κ adimensional mediante la expresión estabilizadora, o ley de control,
es equivalente a ajustar ganancias en las técnicas del control clásico.
Dicho esto, la energía cinética controlada se puede denir como







a θ̇2 + d ẋ2M + d θ̇






+ d ẋM θ̇k(θ), (5.71)
donde el término Tnc corresponde a la energía cinética del Lagrangiano no controlado equiva-
lente a la expresión (5.28).
Con la energía cinética controlada en la expresión (5.71), se dene el Lagrangiano contro-
lado del sistema






a θ̇2 + d ẋ2M + d θ̇






+ d ẋM θ̇k(θ)
]
+ δ cos θ,
(5.72)
donde δ = −mgl. Se aclara que este Lagrangiano controlado solo incluye el moldeado de la
energía cinética; como se observa, se emplea la misma energía potencial U = δ cos θ denida
en el Lagrangiano natural o no controlado (Consultar la sección 3.3).
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se establecen las ecuaciones de movimiento controladas del sistema
k(θ)
(




(d k(θ)(σ + 1) + b cos θ)
− v̇θk(θ)2 d (σ + 1)− b cos θv̇x − a v̇θ − δ sen θ = 0 (5.75)
y
b sen v2θ − d (k(θ)v̇θ + v̇x)− d k
′
v2θ − b cos θv̇θ = 0, (5.76)




vx = ẋM .
5.1.4. Establecimiento de la ley de control
Después de obtener las ecuaciones de movimiento controladas, se debe establecer la ley de
control que rige el comportamiento estable del sistema; esta ley permite hacer una selección
de parámetros de acuerdo al comportamiento que se desee tenga el sistema, de tal forma que
tenga sentido la técnica de control mediante el Lagrangiano controlado.















correspondientes al Lagrangiano no controlado y al Lagrangiano controlado respectivamente;
nótese que los momentos se denen en base a la ecuación por la cual se implementará el control.















Esta fuerza de control es la que denirá la ley de control no lineal deseada, la cual, se
agregará posteriormente a la ecuación de movimiento no controlada de xM y conformar un
nuevo sistema con el control dejando intacta a la ecuación no controlada de θ. Como se aprecia
en la expresión (5.79) es preciso hallar la función k(θ); este paso es denitivamente no trivial,
por el hecho de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales que no siempre tendrá las
mismas características dependiendo del sistema. El método de solución que proponen Bloch
et al. [3], es hacer una comparación de los coecientes de θ̈ y de θ̇2 en ambas ecuaciones
de θ, controlada y no controlada. Este método garantiza además, el emparejamiento que se
debe realizar en ambos sistemas de ecuaciones para que el sistema se comporte con la misma
dinámica natural después de establecer el control.
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cos θ sen θ
)
θ̇2
− δ sen θ = 0. (5.80)
Luego, el emparejamiento consiste en resolver el sistema no controlado descrito en (3.12)
sustituyendo la ẍM calculada, para obtener(












cos θ sen θ
)
θ̇2
− δ sen θ = 0. (5.81)
Haciendo una comparación de los coecientes correspondientes en las expresiones (5.80) y
(5.81) se puede obtener, de forma doble







la función que rige la 1-forma horizontal. Nótese que se ha sustituido κ como se planteaba
anteriormente.
Seguidamente se despeja θ̈ en la expresión (5.75) para sustituirla junto con la expresión





aθ̇2 + δ cos θ
)
b2 (κ+ 1) cos2 θ − ad
. (5.83)





−δ sen θ − aθ̈ − b cos θẍM = 0,
b sen θθ̇2 − b cos θθ̈ − aẍM +
−b sen θκd
(
aθ̇2 + δ cos θ
)
b2 (κ+ 1) cos2 θ − ad
 = 0, (5.85)










obtenida mediante un análisis en denominador de u, especialmente enfocado en las singulari-
dades que anulan dicho control, en la asignación de parámetros que garantizan la denición de
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la métrica y en las consideraciones de operación del sistema; por ejemplo, una consideración
que se hace es tomar θ = θ̇ = 0 como punto de operación, el cual por naturaleza es un punto
de equilibrio inestable del sistema y se pretende controlar con esta técnica transformándo-
lo en un punto de equilibrio estable. La expresión (5.86) garantiza que el sistema opere en
θ = θ̇ = ẋM = 0 haciendo una correcta selección de masas y una selección de la ganancia κ
independientemente de la condición inicial que se establezca.
5.1.5. Simulación de la dinámica controlada
La simulación de la dinámica controlada se realiza partir del sistema descrito en (5.85),
considerando los parámetros: m = 0.5 kg y M = 1 kg, que garantizan la condición de es-
tabilidad según la expresión (5.86), l = 0.5 m, g = 9.81 m/s2, y como condiciones iniciales
θ(0) = −π4 , xM (0) = 0, θ̇(0) = 0 y ẋM (0) = 1.365 m/s
2. Aunque la inclusión de elementos
disipativos en el sistema controlado, según presentan Bloch et al. [3], no es de manera trivial
o tradicional, se colocaron los coecientes β1 = 0.1 y β1 = 0.02, que representan la fricción
del rodamiento que une a la barra del péndulo con el carro y a la fricción del carro con la
supercie, respectivamente. La ganancia seleccionada y que garantiza la operación del sistema
en θ = θ̇ = ẋM = 0, es κ = 10. Se realiza la simulación con un tiempo t = 5 s.
En la gura 5.5 se aprecia la posición angular controlada del péndulo. Nótese que se logra
la condición de operación θ = 0 en un tiempo relativamente rápido.
Figura 5.5: Posición angular controlada del péndulo invertido.
La posición de carro, aunque no es la variable controlada, también logra permanecer cons-
tante después de quedar estabilizado el péndulo en θ = 0. En la gura 5.6 se aprecia como
evoluciona a un valor constante dicha posición xM .
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Figura 5.6: Evolución de la posición del carro.
Para comprobar el comportamiento del sistema controlado según el plano de fase, corres-
pondiente a θ vs. θ̇ y a xM vs. ẋM , se presentan las guras 5.7 y 5.8 respectivamente. Como se
muestra, ambos componentes del sistema evolucionan para tener un punto de equilibrio estable
en θ = 0, θ̇ = 0 y xM = −0.8, ẋM = 0 respectivamente. Decir que serán puntos de equilibrio
estables se traduce en que sin importar la condición inicial en el sistema, el comportamiento
del mismo hará llevar al péndulo al punto de operación deseado. Para este estudio el punto de
equilibrio que ahora será estable coincide con el punto de operación deseado θ = 0.
Figura 5.7: Plano de fase correspondiente al péndulo invertido controlado.
73
5.2. Anillo de Thomson
Lagrangianos controlados en sistemas de
levitación magnética
MCIE VRJG
Figura 5.8: Plano de fase correspondiente al carro que conduce al péndulo invertido controlado.
Con este análisis se concluye la primera sección del capítulo, enfocada como ya se mencionó,
en comprender la metodología propuesta por Bloch et al. [3], y aplicarla posteriormente a los
sistemas de levitación magnética que estudiamos en el trabajo.
5.2. Anillo de Thomson
En esta sección se aborda el problema de control tomando como objeto de estudio el sistema
del anillo de Thomson. Se asumió erróneamente la factorización del espacio de conguración
de acuerdo al objetivo de control, pero está corregida en la sección 5.2.4 donde se demuestra
la veracidad de los resultados.
Tomando como grados de libertad a q1, q2 y h, que denen la carga eléctrica en la bobina,
la carga eléctrica en el anillo y la altura del anillo respectivamente, según se establecieron en
el capítulo 4, se dene el espacio de posibles conguraciones del sistema
Q = [hmin, hmax]× R2, (5.87)
mediante un producto cartesiano entre el espacio de formas dado por el intervalo [hmin, hmax]
y el grupo de simetrías dado por R2; en este caso q1, q2 ∈ R. En la gura 5.9 se aprecia una
representación del espacio de posibles conguraciones del sistema, se observan las direcciones
innitas que puede tomar q1 y las direcciones nitas que puede tomar h, además, se incluye una
curva continua y diferenciable γ que dene una posible trayectoria de movimiento del anillo
de un punto p1 a un punto p2. Esta curva se dene en cada punto, o estado del sistema, como
γ(t)⇒ (h(t), q1(t)) ∀ t, tomando el punto r (h(t0), q1(t0)) como estado inicial del sistema. El












los vectores ê(h) y ê(q1) en la dirección horizontal y vertical respectivamente; nótese que este
detalle se puede representar como en el caso explicativo del péndulo invertido sobre el carro.
74
5.2. Anillo de Thomson
Lagrangianos controlados en sistemas de
levitación magnética
MCIE VRJG
Figura 5.9: Representación del espacio de posibles conguraciones del sistema. Anillo de Thom-
son.
En este sentido, también serviría emplear la gura 5.2, que dene el mapeo de la función
Lagrangiana en la construcción de un haz tangente donde γ̇ sería en este caso la velocidad del
anillo en el espacio de estados TQ.
Solo se enfocará el estudio en la función de energía cinética T , la cual puede escribirse en
este caso como



















Tq12 = L12(h) q̇1q̇2, (5.93)
son las componentes cinéticas que corresponden a cada elemento del sistema (bobina y
anillo) considerando también el acoplamiento. Al contrario del ejemplo explicativo del péndulo
invertido sobre el carro, en la expresión (5.90), ḣ solo tendrá una componente dada por el
movimiento vertical del anillo, por lo tanto, no es necesario realizar una parametrización de la
curva γ para sacar las componentes o coordenadas de la posición del anillo.
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donde G̃ es una matriz simétrica denida positiva con determinante distinto de cero [m(L1L2−
L12(h)
2) > 0], en otras palabras, la métrica que brinda información de la energía cinética del
sistema. Esta matriz representa una estructura geométrica para el espacio de conguración Q
y puede ser escrita como producto tensorial en correspondencia con la expresión (4.34).
Empleando la métrica G denida en la expresión (4.34), el espacio de conguración Q se
puede dividir en direcciones de simetrías, tanto horizontales como verticales. En este caso, en
el parámetro L12(h) de la expresión (5.94), la altura h del anillo no depende de q1 ni de q2,








y por consiguiente, q1 una dirección vertical que permite moverse en TQ sin hacer cambios en
el sistema; como se comentó anteriormente, a pesar que q2 también es una dirección vertical,
no se tendrá en cuenta por el hecho que no tiene sentido colocar una fuente en el anillo. De
las dos simetrías, solo tiene nes prácticos considerar q1 en el esquema de control. Teniendo







como la única dirección vertical en el espacio de estados TQ. En este caso, la dirección hori-
zontal también permitirá modicar la métrica G respetando la expresión (5.96).
5.2.1. Lagrangiano controlado del sistema
Como bien se explicó en la sección 5.1.2, la hipótesis central en la obtención del Lagrangiano
controlado del sistema, después de realizar el análisis de simetrías y direcciones, es que el
espacio de conguración Q mostrado en la gura 5.9 sea un haz brado principal. En el
caso del anillo de Thomson, el haz brado Q también está compuesto de dos espacios: la
bra denotada por R2 y la base denotada por el intervalo [hmin, hmax], como se aprecia en la
expresión (5.87).
Si se considera a G como la bra haciendo un cambio de notación, esta se dene como
un grupo de Lie y la base como una variedad diferenciable. El producto cartesiano de estos
espacios, al menos de manera local, es equivalente a Q; entonces, G satisface las propiedades
de grupo como conjunto y operación como se aprecia en la factorización (5.27), la cual puede
ser representada como se muestra en la gura 5.3 correspondiente al ejemplo explicativo.
Entonces, el grupo de simetrías R (correspondiente a q1) puede ser considerado en este caso
como el grupo de traslaciones.
Ahora, empleando la energía cinética denida en la expresión (4.34), se hace un cambio de




µ(v , v), (5.97)
siendo µ la matriz de inercia; nótese el cambio de G por µ por la razón de emplear G como
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[L1 dq1 ⊗ dq1 + L2 dq2 ⊗ dq2 + L12(h) (dq1 ⊗ dq2 + dq2 ⊗ dq1) +m dh⊗ dh] (v , v),
(5.98)
donde el vector velocidad v se corresponde con la expresión (5.88).
Por otra parte, y aplicable también a este caso, el espacio tangente TQ en cada punto
mostrado en la gura 5.4 puede escribirse como
TQ = D⊕ V er, (5.99)
donde D es una distribución en suma directa con la dirección vertical V er denida en la
expresión (5.96), denida de tal forma que
µ(V er,D) = 0. (5.100)
Realizando los productos tensoriales correspondientes como se explican paso a paso en la
sección 5.1.2, se obtienen las componentes





hq̇2 + L120 q̇2
L1
, (5.102)
en la dirección horizontal Ĥ y vertical V̂ respectivamente.
También en este caso, el espacio vectorial V er genera todo el espacio tangente a la bra
en su misma dirección, por lo tanto es equivalente al espacio tangente a q (ver gura 5.4)
pero solamente de la bra G de tal forma que se corresponde con la expresión (5.55). De
igual manera, también se puede emplear la expresión (5.56), que dene la equivalencia con el
Teorema fundamental de los grupos de Lie.






















donde τ = τhḣ+ τq1 q̇1 por ser un elemento del espacio Q; τh = τh(h, q1) y τq1 = τq1(h, q1)
son funciones. Por lo tanto,
τ(v) = ḣτh + q̇1τq1 , τ(v) ∈ R. (5.104)
Si τ en la expresión (5.104) actúa en un elemento vertical, con la condición τ(V er) = 0,
entonces se puede denir la 1-forma horizontal real
τ = τh(h, q1)ḣ. (5.105)
Además, la 1-forma en la expresión (5.104) es evaluada en un álgebra de Lie g, y conside-
rando la equivalencia en las dimensiones de g y Q, se puede emplear la expresión (5.60) para
evaluar dicha 1-forma con la base correspondiente en el álgebra de Lie, garantizando que al
actuar sobre un vector tangente v en V̂ , pueda denirse como la expresión (5.62).
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Entonces, empleando la 1-forma horizontal real denida en la expresión (5.105) después de
haber sido evaluada en un álgebra de Lie, se dene la función
k(h) = τh(h, q1), (5.106)
de modo que con ella, se puede reescribir la expresión (5.63) en la sección 5.1.2 para obtener
en este caso
τQ = k(h)ḣV̂ , (5.107)
expresión que usaremos para determinar las acciones de la métrica




hq̇2 + L120 q̇2
)
,
µ(τQ, τQ) = L1k(h)
2ḣ2. (5.108)
Hasta este punto, ya se puede denir la componente T
′
que dene el control dentro de la
función de energía cinética en el Lagrangiano controlado
T
′










+ L1q̇1k(h)ḣ+ Lpk(h)hḣq̇2 + k(h)L120 ḣq̇2. (5.109)
La denición de este término se especica con más claridad mediante el ejemplo explica-
tivo usando el sistema del péndulo invertido en el carro. También emplearemos la constante
adimensional σ siguiendo el mismo procedimiento establecido por Bloch et al. [3]. Entonces,
con la componente de control se formula la energía cinética controlada















+k(h)ḣ (L1q̇1 + Lphq̇2 + L120 q̇2) , (5.110)
donde el término Tnc corresponde a la energía cinética del Lagrangiano no controlado
equivalente a la expresión (5.97).
Con la denición de Tc, se puede establecer nalmente el Lagrangiano controlado del sis-
tema














+ k(h)ḣ (L1q̇1 + Lphq̇2 + L120 q̇2)
]
−mgh. (5.111)
Nuevamente se aclara que este Lagrangiano controlado solo incluye el moldeado de la
energía cinética; se emplea la misma energía potencial U = mgh denida en el Lagrangiano
natural obtenido en la sección 4.1.









5.2. Anillo de Thomson


























−Lpv2 − v̇ (Lph+ L120)
]
+ L2i̇2 + L12(h)i̇1
− v2k′ (Lph+ L120) + L
′














−m (g + v̇) = 0, (5.117)






5.2.2. Establecimiento de la ley de control
Con las ecuaciones de movimiento controladas, se puede establecer la ley de control que
rige el comportamiento estable del sistema; en este caso, también emplearemos algunos detalles
de la metodología usada en la sección 5.1.4, aunque se aclara que no es nada trivial. Lograr
establecer una ley de control en el Lagrangiano controlado del anillo de Thomson, es un reto
alcanzado en el trabajo.
Entonces, procedemos a denir la ley de conservación del mismo modo que establecen









= L1q̇1 + L12(h)q̇2 + L1ḣk(h), (5.119)
correspondientes al Lagrangiano no controlado y al Lagrangiano controlado respectivamen-
te. Como se observa en las expresiones (5.118) y (5.119), estos momentos se denen en base a
la ecuación por la cual se implementará el control, en este caso, en la ecuación de la corriente
en la bobina, q1; a esta ecuación, empleando el sistema no controlado se le agregará el control,















5.2. Anillo de Thomson
Lagrangianos controlados en sistemas de
levitación magnética
MCIE VRJG
Como se conoce, esta fuerza de control es la que denirá la ley de control no lineal deseada,
con la cual, se conformará un nuevo sistema con el control dejando intacta a la ecuación no
controlada de h. Nótese que en la expresión (5.120) es preciso hallar la función k(h); este paso,
como ya se ha mencionado, es denitivamente no trivial, por lo que el tratamiento que se dará
en este caso, es diferente al empleado en la solución del sistema del péndulo invertido sobre el
carro. Solamente seguiremos la misma metodología según la comparación de coecientes en las
ecuaciones diferenciales como proponen Bloch et al. [3], para efectuar luego el emparejamiento
en los sistemas.
El primer detalle que tenemos es, aunque solo consideramos la dirección de simetría q1,
por la cual pondremos el control, el sistema tiene tres grados de libertad en tres ecuaciones,
esto implica incluir en el proceso de solución de k(h) el uso de q2; para ello, se despeja q̈2 en
la expresión (5.116) y se sustituye en la expresión (5.115), aquí, despejamos la dirección de
simetría q̈1 para obtener de esa expresión los coecientes










2 + 2LpL120h− L1L2 + L2120 .
Luego, realizando el emparejamiento, se sustituye la q̈1 calculada en la expresión (4.24),
de donde se obtienen los coecientes





















considerando el mismo cambio de variable que proponen Bloch et al. [3] donde σ = − 1κ . Vea
en la expresión (5.125) que Υ < 0, condición que garantiza la denición de la función k(h) y
que seguidamente tendremos en cuenta para denir la ley de control no lineal.
Entonces, sustituyendo q̈2 en la expresión (5.117), para luego sustituir q̈1 y despejar de
la resultante a ḧ; esta expresión y k(h), denida en la expresión (5.125), se sustituyen en la






−Υ (ΥA + ΥB + ΥC)
]
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Finalmente, se establece el sistema controladoEq1 + uEq2
Eh
 = 0, (5.127)






−Υ (ΥA + ΥB + ΥC)
]
[Υ (−L1 − L1κ+mκ3Υ)]
 = 0, (5.128)








Haciendo un análisis en la ley de control no lineal u, particularmente en sus singularidades
y condiciones que garantizan la denición de la métrica, se puede establecer la condición de
estabilidad
−Υmκ3 < L1 (κ+ 1) , (5.131)
donde
Υ < 0.
La comprobación de la expresión (5.131) permitió concluir que la aplicación de la técnica
de control formalismo Lagrangianos controlados en el sistema del anillo de Thomson tiene
sentido desde el punto de vista matemático. Esta expresión garantiza que el anillo levite a una
altura denida en Υ, para la cual se establecerá una ganancia κ que garantice su estabilidad
independientemente de la condición inicial, realizando siempre una selección adecuada de pa-
rámetros circuitales y de las propias características constructivas del sistema, por ejemplo, la
correcta selección de la masa.
5.2.3. Simulación de la dinámica controlada
La simulación de la dinámica controlada se realiza a partir del sistema denido por las
expresiones (5.2.2), (5.129) y (5.130) considerando los parámetros: m = 0.07 kg, g = 9.81
m/s2, Lp = 0.05, L1 = L2 = 12.5 × 10−3 H y L120 = 0, de forma tal que garanticen la
condición de estabilidad denida en la expresión (5.131). La fuente de corriente alterna que se
le coloca a la bobina es U(t) = Umax sen(ωt) V, siendo Umax = 150
√
2 V y ω = 3.77 rad/s. Las
condiciones iniciales consideradas son h(0) = 0.4 m, v(0) = 0, i1(0) = 0 e i2(0) = 0. En este
caso se consideran elementos disipativos en las ecuaciones de movimiento no controladas; o
sea, para realizar esta simulación se tuvo en cuenta un emparejamiento ya teniendo en cuenta
estos términos. No obstante, Bloch et al. [3] hacen referencia a un tratamiento especial para
colocar la disipación en el modelo del sistema.
Empleando la expresión (5.131), se selecciona una ganancia κ = 50, de forma tal que el
anillo pueda levitar a una altura h = −0.12 m de manera estable. La simulación se realiza con
un tiempo t = 20 s.
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En la gura 5.10 se aprecia la posición, o altura controlada del anillo. Como se observa,
dicha altura o punto de equilibrio en nuestro caso, alcanza un valor de h = −0.12 m en un
tiempo aproximado t = 15 s. Si se compara esta gura con la obtenida en la simulación de la
dinámica natural del sistema considerando una disipación por fricción con coeciente β, gura
4.7, se aprecia la similitud en ambas; en otras palabras, el anillo es colocado a una altura de
levitación deseada de tal forma que se conserva la energía en el sistema, comprobando así la
acción del control.
Figura 5.10: Altura controlada del anillo de Thomson.
También se estudia la corriente i1 que circula por la bobina, cuyo comportamiento se
aprecia en la gura 5.11. Puede observarse que al comienzo de la simulación, esta corriente
tiene un sutil crecimiento, debido a la acción del control en la propia bobina; en la medida
que avanza la simulación, se aprecia que la corriente alterna se mantiene estable en el tiempo,
garantizando que el anillo permanezca en la posición deseada.
Figura 5.11: Corriente por la bobina en el sistema controlado del anillo de Thomson.
Para analizar el comportamiento del sistema en cuanto a v vs. h, mediante su correspon-
82
5.2. Anillo de Thomson
Lagrangianos controlados en sistemas de
levitación magnética
MCIE VRJG
diente plano de fase, se presenta la gura 5.12, en la cual, se aprecia como el anillo mantiene
una altura h = −0.12 m con un pequeño margen de error que puede ser despreciable; esto
se ve reejado en la velocidad que también oscila, pero como es efímero su cambio, puede
considerarse que el anillo se encuentra con velocidad constante en la posición deseada. No
obstante, estos ajustes pueden renarse con la selección de κ.
Figura 5.12: Plano de fase correspondiente al anillo de Thomson controlado.
Reajuste de κ
Si tomamos una κ = 36, vemos en la gura 5.13 que la altura del anillo logra estabilizarse
con un tiempo de respuesta menor. Mientras haya mayor diferencia entre los términos de la
expresión (5.131) mayor será κ y el tiempo de respuesta será menor con menos oscilaciones.
La selección de κ debe satisfacer un balance entre altura deseada y reducción de oscilaciones.
Figura 5.13: Altura controlada del anillo de Thomson teniendo en cuenta una ganancia menor.
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5.2.4. Nueva factorización del espacio de conguración
Como bien se explica en la sección 5.1.2, la correcta factorización del espacio de con-
guración Q en correspondencia con la expresión (5.26), constituye la hipótesis central en la
obtención del Lagrangiano controlado de un sistema. Esta hipótesis dene la no trivialidad de
este paso debido a la gran variedad de posibilidades de factorización que podría tener un sis-
tema, mas aún, cuando se deben tener en cuenta consideraciones físicas ligadas a la selección
de entradas de control y que claramente, causarían confusión si se toman en una dirección
errónea dentro del haz brado.
Para el sistema del anillo de Thomson proponemos una factorización como se muestra
en la expresión (5.87), la cual si bien es una posible forma de factorizar su correspondiente
espacio de conguración, no garantiza la correcta distribución de dominios entre el espacio de
formas y el grupo de simetrías. Aunque los resultados fueron satisfactorios desde el punto de
control, en esta sección proponemos otra forma de factorizar el espacio de conguración, de
tal suerte, que podamos dejar la acción de control solo en la dirección del grupo de simetrías
(vertical) y las demás conguraciones en la dirección horizontal. Por lo tanto, la factorización
que consideramos se dene como
Q = ([hmin, hmax]× R)× R, (5.132)
donde el valor que puede tomar la altura del anillo en el intervalo [hmin, hmax] y la carga
eléctrica q2 en el anillo cuyo dominio se dene en R (dentro del paréntesis), conforman el
espacio de formas; la carga eléctrica q1 en la bobina cuyo dominio se dene en R (fuera del
paréntesis), indica la acción de control y por lo tanto, representa el grupo de simetrías en la
factorización. Nótese la diferencia entre las expresiones (5.132) y (5.87); en la segunda, cuando
desarrollamos la sección anterior se sacó arbitrariamente la carga q2 del dominio R2, lo cual
es un error según el signicado físico del sistema.
En esta sección solo se muestran los nuevos resultados teniendo en cuenta la factorización
en la expresión (5.132), por lo cual, se omitirán las explicaciones que ya se han dado en aras
de exponer dichos resultados de una manera más clara y consistente. Comenzamos por denir
nuevamente el vector velocidad en Q que mostramos en la expresión (5.88) y que ahora con











aquí consideramos nuevamente que la componente ∂∂q1 es la dirección vertical como se
aprecia en la expresión (5.96). La 1-forma horizontal valuada en el álgebra de Lie
τQ =
(
τh (q2, h) ḣ+ τq2 (q2, h) q̇2
)
V̂ , (5.134)
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donde el término Tnc corresponde a la energía cinética del Lagrangiano no controlado
equivalente a la expresión (5.97). Las demás relaciones τQh = τh (q2, h), τQq2 = τq2 (q2, h) y
L̂ = L1q̇1 + L12(h)q̇2, se emplean para facilitar la escritura.
Seguidamente se establece la entrada de control
u = − d
dt
(pnc − pc) ,






Nótese que aún tenemos las incógnitas τQq2 y τQh , las cuales se calculan mediante el
emparejamiento entre las ecuaciones no controlada y controlada de q1; se recomienda observar





τQh = 0, (5.137)
las cuales, permitirán establecer nalmente la ley de control
u =
−L1ḣLp (L12(h)q̇1 − L2q̇2) + L12(h)2U(t)
(σ − 1)L12(h)2 − L1L2σ
. (5.138)
Se puede apreciar que la expresión (5.138) presenta menor complejidad que su homóloga
expresión (5.126); esto se debe a considerar q2 como una simetría de Noether, lo cual facilita
el cálculo de las ecuaciones diferenciales del sistema, en este caso, solo se deben resolver
simultáneamente las expresiones
i̇1 =
2ḣ (σ − 1) ΥLpi1(t)− U(t)σL2




−LpΥi1(t)2 − βḣL2 − L2mg
L2m
(5.140)
en términos de la corriente i1 incluyendo la fuente de voltaje U(t) que se coloca en la
bobina, además, considerando el coeciente de fricción β. La variable auxiliar
Υ = (Lp (h− h0) + L120) , (5.141)
contiene el parámetro h0 que representa la altura deseada para que el sistema levite de
forma estable, en otras palabras, se introduce acorde a las necesidades de operación y natural-
mente con esta técnica de control se garantiza que sea un punto de equilibrio estable al menos
de forma local.
En esta sección también se simula la dinámica controlada para corroborar los resultados
obtenidos. Se consideran los parámetros: m = 0.07 kg, g = 9.81 m/s2, Lp = 0.005, L1 =
16.6 × 10−3 H, L2 = 6.2 × 10−3 H, L120 = 0 y β = 0.5. La fuente de corriente alterna que se
le coloca a la bobina es U(t) = Umax sen(ωt) V, siendo Umax = 150
√
2 V y ω = 3.77 rad/s.
Las condiciones iniciales consideradas son h(0) = 0.4 m, v(0) = 0 e i1(0) = 0; recordamos que
la i2 ya está implícita en la ley de control mostrada en la expresión (5.138). Se desea que el
anillo levite a una altura h0 = 0.3 m considerando un factor conforme σ = 1× 10−7.
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En la gura 5.14 se aprecia la posición, o altura controlada del anillo. Como se observa,
dicha altura deseada o punto de equilibrio estable en nuestro caso, alcanza un valor de h = 0.3
m en un tiempo aproximado t = 1 s.
Figura 5.14: Altura controlada del anillo de Thomson considerando nueva factorización de Q.
Por otra parte, se simula el comportamiento de la corriente i1 que circula por la bobina,
el cual se aprecia en la gura 5.15. Puede observarse que durante el primer segundo de si-
mulación la señal de corriente alcanza picos superiores a 1.2 kA, lográndose establecer en un
valor aproximado de 600 A; estos valores sostenidos con nes prácticos son inaceptables, pero
recordamos que estas simulaciones se realizan empleando parámetros circuitales que si bien se
acercan a la realidad, no han sido calibrados en conjunto considerando valores prácticos. De
esta simulación sacamos como conclusión positiva el comportamiento estable de la corriente,
independientemente de su valor rms.
Figura 5.15: Corriente por la bobina en el sistema controlado del anillo de Thomson conside-
rando nueva factorización de Q.
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Trazando el plano de fase v vs. h mostrado en la gura 5.16, apreciamos como el anillo
mantiene la altura deseada h0 = 0.3 m con pequeñas variaciones en la velocidad pudiéndose
considerar despreciables. Esta gura al menos a simple vista, permite observar un comporta-
miento estable del sistema en ausencia de una prueba formal de estabilidad.
Figura 5.16: Plano de fase correspondiente al anillo de Thomson controlado considerando nueva
factorización de Q.
Realizando otra simulación considerando los mismos parámetros utilizados en la primera,
salvo la condición inicial de la altura que ahora la tomamos como h(0) = 0.34 m como se
aprecia en la gura 5.17, se prueba que la ley de control es independiente a dicha condición
inicial y por consiguiente, cumple con los requerimientos de la técnica de control presentada,
enfocada en estabilizar el sistema en un punto deseado independientemente de la condición
inicial que se proponga.
Figura 5.17: Altura controlada del anillo de Thomson considerando nueva factorización de Q
y otra condición inicial.
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5.3. Esfera con una bobina superior
El estudio de este sistema, desde que se analizó su dinámica natural en el capítulo 4, ha
estado relacionado con el sistema del anillo de Thomson; esta similitud ocurre básicamente
por tener el mismo principio de funcionamiento como sistemas de levitación magnética.
Considerando los grados de libertad q y h, que denen la carga eléctrica en la bobina y
la altura de la esfera respectivamente, se construye el espacio de posibles conguraciones del
sistema
Q = [0, hmax]× R, (5.142)
mediante un producto cartesiano entre el espacio de formas [0, hmax] y el grupo de simetrías
R; en este caso, solo tenemos una sola dirección de simetría en q ∈ R, lugar donde estará la
acción de control. Nótese que la altura tiene un extremo en h = 0, el cual, representa a la
esfera cuando toca la bobina, en relación con la gura 4.17. En este caso, como en el anillo
de Thomson, puede ser representado de R3 como se aprecia en la gura 5.18, describiendo
las direcciones innitas que puede tomar q y las direcciones nitas que puede tomar h en el
intervalo [0, hmax], además, se incluye una curva continua y diferenciable γ que dene una
posible trayectoria de movimiento de la esfera de un punto p1 a un punto p2. Esta curva se
dene en cada punto, o estado del sistema, como γ(t) ⇒ (h(t), q(t)) ∀ t, tomando el punto
r (h(t0), q(t0)) como estado inicial del sistema.
Figura 5.18: Representación del espacio de posibles conguraciones del sistema. Esfera con
una bobina superior.








es tangente a γ en el punto r ∈ Q dentro del plano TrQ. Las componentes ∂∂h y
∂
∂q son
los vectores ê(h) y ê(q) en la dirección horizontal y vertical respectivamente; este paso ha sido
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similar al presentado en el caso explicativo del péndulo invertido sobre el carro y al presentado
en el caso del anillo de Thomson. Por esta razón, también se recomienda observar la gura 5.2,
que dene el mapeo de la función Lagrangiana en la construcción de un haz tangente donde γ̇
sería en este caso la velocidad de la esfera en el espacio de estados TQ.
Como se ha podido observar a lo largo del capítulo, solo se ha considerado el estudio de
la energía cinética para modicar la métrica del sistema, en este caso también seguiremos esa
vertiente, siendo T la energía cinética












son las componentes cinéticas que corresponden a cada elemento del sistema (bobina y
esfera) considerando también el acople en la expresión (5.146) mediante la función Lc(h).
Como solo se considera una sola dirección (vertical) en el desplazamiento de la esfera, dada
por el grado de libertad h, el vector v solo tendrá una componente en esa dirección, por lo
tanto, no es necesario realizar una parametrización de la curva γ .























donde G̃ es una matriz simétrica denida positiva con determinante distinto de cero
mLc(h) > 0, siendo la métrica que brinda información de la energía cinética del sistema.
También puede ser escrita como producto tensorial en correspondencia con la expresión (4.59).
Empleando dicha métrica, el espacio de conguración Q se puede dividir en direcciones
de simetrías, tanto horizontales como verticales. En este caso, en el parámetro Lc(h) de la
expresión (5.147), la altura h de la esfera no depende de q, siendo esta la simetría del sistema,




y por lo tanto, q una dirección vertical que permite moverse en el espacio de estados TQ sin







como la única dirección vertical del espacio de estados TQ. En este caso, la dirección horizontal
también permitirá modicar la métrica G respetando la expresión (5.149).
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5.3.1. Lagrangiano controlado del sistema
En esta sección abordaremos elementos esenciales sobre la construcción del Lagrangiano
controlado del sistema; dada la similitud de este con el sistema del anillo de Thomson, pueden
tomarse de forma equivalente las consideraciones presentadas en la sección 5.2.1 y tomar como
apoyo, especícamente en el procedimiento detallado de los cálculos, el material presentado
en la sección 5.1.2.
Entonces, empleando la energía cinética denida en la expresión (4.59), se hace un cambio








[Lc(h) dq ⊗ dq +m dh⊗ dh] (v , v), (5.150)
donde el vector velocidad v se corresponde con la expresión (5.143).
En este caso, también se considera la denición del espacio tangente TQ en base a una dis-
tribución en suma directa D con la dirección vertical V er, en correspondencia con la expresión
(5.99) y con la gura 5.4. Esta consideración permite asumir que
µ(V er,D) = 0. (5.151)
Cuando se realizan los productos tensoriales correspondientes, se obtienen las componentes
vH = ḣ (5.152)
y
vV = q̇, (5.153)
en la dirección horizontal Ĥ y vertical V̂ respectivamente.
El espacio vectorial V er genera todo el espacio tangente a la bra en su misma dirección,
por lo tanto es equivalente al espacio tangente a q (ver gura 5.4) pero solamente de la bra
G de tal forma que se corresponde con la expresión (5.55). De igual manera, también se puede
emplear la expresión (5.56), que dene la equivalencia con el Teorema fundamental de los
grupos de Lie.





















donde τ = τhḣ + τq q̇ por ser un elemento del espacio Q; τh = τh(h, q) y τq = τq(h, q) son
funciones. Por lo tanto,
τ(v) = ḣτh + q̇τq, τ(v) ∈ R. (5.155)
Entonces, si τ en la expresión (5.155) actúa en un elemento vertical, con la condición
τ(V er) = 0, entonces se puede denir la 1-forma horizontal real
τ = τh(h, q)ḣ. (5.156)
La 1-forma en la expresión (5.155) es evaluada en un álgebra de Lie g, y considerando la
equivalencia en las dimensiones de g y Q, se puede emplear la expresión (5.60) para evaluar
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dicha 1-forma con la base correspondiente en el álgebra de Lie, como se realizó en el caso del
anillo de Thomson, garantizando que al actuar sobre un vector tangente v sobre V̂ , pueda
denirse como la expresión (5.62).
Por lo tanto, empleando la 1-forma horizontal real denida en la expresión (5.156) después
de haber sido evaluada en un álgebra de Lie, se dene la función
k(h) = τh(h, q), (5.157)
con la cual, se puede reescribir la expresión (5.63) en la sección 5.1.2 para obtener en este caso
τQ = k(h)ḣV̂ . (5.158)
Nótese que coincide con la expresión (5.107), por la razón de haber considerado las mismas
direcciones en el espacio de conguración. La expresión (5.158) la usaremos para determinar
las acciones de la métrica
µ(v , τQ) = Lc(h)k(h)ḣq̇,










Con la realización de todos estos pasos, se puede denir la componente T
′
que dene el
control dentro de la función de energía cinética en el Lagrangiano controlado
T
′










Nuevamente emplearemos la constante adimensional σ siguiendo el mismo procedimiento
establecido por Bloch et al. [3], se recomienda observar el ejemplo explicativo donde se emplea
el sistema del péndulo invertido en el carro para tener mayor claridad en el signicado de K
′
.
Entonces, con la expresión (5.160), se formula la energía cinética controlada









q̇2 + 2q̇ḣk(h) + ḣ2k(h)2σ
)]
. (5.161)
Como ya hemos denido anteriormente, el término Tnc corresponde a la energía cinética
del Lagrangiano no controlado equivalente a la expresión (5.150). Con esta denición, se puede
establecer nalmente el Lagrangiano controlado del sistema








q̇2 + 2q̇ḣk(h) + ḣ2k(h)2σ
))]
+mgh, (5.162)
donde el término U = −mgh corresponde a la energía potencial, la cual se deja intacta, en
correspondencia con la obtenida en la sección 4.1.
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5.3.2. Establecimiento de la ley de control
Con las ecuaciones de movimiento controladas, se puede establecer la ley de control que rige
el comportamiento estable del sistema; en este caso, también emplearemos el procedimiento
descrito en la sección 5.1.4, aunque considerando las particularidades de este sistema, lo cual,
no resulta trivial. El establecimiento de una ley de control en el Lagrangiano controlado de
este sistema, es otro reto alcanzado en el trabajo, como a bien se mencionada en la sección
5.2.2.


















correspondientes al Lagrangiano no controlado y al Lagrangiano controlado respectivamen-
te. Como se aprecia en las expresiones (5.167) y (5.168), estos momentos se denen en base a
la ecuación por la cual se implementará el control, en este caso, en la ecuación de la corriente
en la bobina, q; a esta ecuación, empleando el sistema no controlado, se le agregará el control,
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Como se ha mencionado, esta fuerza de control es la que denirá la ley de control no
lineal deseada, con la cual, se conformará un nuevo sistema con el control dejando intacta
a la ecuación no controlada de h. Puede observarse que en la expresión (5.169) es preciso
hallar la función k(h); este paso, como ya se ha mencionado, y demostrado en el estudio
del anillo de Thomson, es denitivamente no trivial, por lo que el tratamiento que se dará
en este caso, es diferente al empleado en la solución del sistema del péndulo invertido sobre
el carro. Seguiremos nuevamente la metodología que propone comparar los coecientes en las
ecuaciones diferenciales como establecen Bloch et al. [3], para efectuar luego el emparejamiento
en los sistemas.
Dicho esto, se despeja q̈ en la expresión (5.165) y se sustituye en la expresión (4.54), para
obtener de esa expresión los coecientes














Realizando el emparejamiento, se sustituye la q̈ calculada en la expresión (4.54), de donde
se obtienen los coecientes


































considerando el mismo cambio de variable que propone Bloch et al. [3] donde σ = − 1κ ;
considerado también en el estudio del anillo de Thomson.
Entonces, se sustituye q̈ en la expresión (5.3.1), para luego despejar de la resultante a ḧ;
esta expresión y k(h), denida en la expresión (5.174), se sustituyen en la expresión (5.169)
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a ΥC + L0κΥD
)]
,















mediante el cual, se hace un análisis en la ley de control no lineal u, particularmente en sus
singularidades y teniendo en cuenta las condiciones que garantizan la denición de la métrica.







< κ+ 1, (5.177)
donde
L0, L1, h, a > 0.
La comprobación de la expresión (5.177) permitió concluir que la aplicación de la técnica
de control Lagrangiano controlado en el sistema de levitación magnética constituido por una
esfera y una bobina superior, desde el punto de vista matemático, tiene sentido. Con esta
expresión se garantiza que la esfera levite a una altura denida, para la cual, se establecerá una
ganancia κ que garantice su estabilidad ante perturbaciones, realizando siempre una selección
adecuada de parámetros circuitales y de las propias características constructivas del sistema,
por ejemplo, la correcta selección de la masa de la esfera m y de la constante constructiva de
la bobina a.
5.3.3. Simulación de la dinámica controlada
La simulación de la dinámica controlada se realiza a partir del sistema controlado denido
en (5.176) considerando los parámetros: m = 0.01 kg, g = 9.81 m/s2, Lp = 0.5, L1 = 0.349
H, L0 = 0.229 H y a = 6.66 × 10−3, de forma tal que garanticen la condición de estabilidad
denida en la expresión (5.177). La fuente de corriente alterna que se le coloca a la bobina es
U(t) = Umax sen(ωt) V, siendo Umax = 50
√
2 V y ω = 3.77 rad/s. Las condiciones iniciales
consideradas son h(0) = 0.06 m, v(0) = 0 e i(0) = 0. En este caso nuevamente se consideran
elementos disipativos en las ecuaciones de movimiento no controladas, como se puede apreciar
de forma similar en el estudio del sistema del anillo de Thomson. Empleando la expresión
(5.177), se selecciona una ganancia κ = 50, de forma tal que la esfera pueda levitar a una
altura h = 0.1 m de manera estable. La simulación se realiza con un tiempo t = 10 s.
En la gura 5.19 se aprecia la posición controlada de la esfera. Como se observa, dicha
altura alcanza un valor de h = 0.1 m en un tiempo aproximado t = 8 s; además, se aprecia que
al principio de la simulación la esfera experimenta una caída con una amplitud considerable,
en primera instancia, se supuso que esto tendría que ver con la ganancia κ seleccionada, y
ciertamente tenía relación. Al nal de esta sección, veremos un reajuste de κ que demuestra
su impacto en la respuesta del control.
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Figura 5.19: Altura controlada de la esfera.
El comportamiento la corriente i que circula por la bobina se aprecia en la gura 5.20.
Puede observarse que al comienzo de la simulación, esta corriente tiene una pequeña diferencia
con respecto al resto de la onda sinusoidal; esto se debe a la acción del control en la propia
bobina. Posteriormente, la onda de corriente se mantiene estable, garantizando que la esfera
permanezca en la posición deseada.
Figura 5.20: Corriente por la bobina en el sistema controlado de la esfera.
La última simulación realizada, es con el objetivo de analizar el comportamiento del sistema
en cuanto a v vs. h, mediante su correspondiente plano de fase, para ello se presenta la gura
5.21, en la cual, se aprecia como la esfera mantiene una altura h = 0.1 m con un pequeño
margen de error que puede ser despreciable; este detalle también se observó en el estudio
del sistema del anillo de Thomson. La velocidad también experimenta una pequeña oscilación
alrededor de ese punto, pero como es del orden de v±0.05 m/s podría ser despreciable también.
Estos detalles pueden renarse considerando una κ más precisa.
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Figura 5.21: Plano de fase correspondiente a la esfera controlada.
Reajuste de κ
Si tomamos una κ = 30, vemos en la gura 5.22, que la altura de la esfera logra estabilizarse
con un tiempo de establecimiento mejor, demostrando nuevamente el impacto de la selección
de κ en la rapidez de respuesta del control en el sistema. Mientras haya mayor diferencia
entre los términos de la expresión (5.177) mayor será κ y el tiempo de respuesta será menor;
podemos ver una similitud entre este resultado y el obtenido cuando se reajustó κ en el sistema
del anillo de Thomson.
Figura 5.22: Altura controlada de la esfera teniendo en cuenta una ganancia menor.







La investigación presentada en esta tesis tuvo como punto de partida profundizar en el
trabajo presentado por Bloch et al. [3], con el objetivo de comprender el formalismo de La-
grangianos controlados en un sistema mecánico simple.
Explicamos una serie de elementos teóricos fundamentales que fueron de gran ayuda en
la comprensión del trabajo presentado por Bloch et al. [3], el cual puede catalogarse como
complejo desde el punto de vista matemático. En este trabajo se emplean conceptos de geome-
tría diferencial que no son de habitual enseñanza en niveles académicos inferiores, como por
ejemplo, referentes a grupos y álgebra de Lie, lo que requirió efectuar una revisión bibliográca
más profunda en la que se ocupó buena parte del tiempo destinado a la ejecución de esta in-
vestigación. Paralelo a esta actividad, se realizó un estudio sobre la identicación de funciones
de energía desde el punto de vista conceptual, permitiendo establecer su signicado de acuerdo
a las consideraciones realizadas en futuras expresiones Lagrangianas; en este sentido, se hizo
particular énfasis en el signicado del acople energético en sistemas conservativos.
El estudio de sistemas mecánicos fue un ejercicio que permitió integrar conocimientos
adquiridos en el transcurso de la maestría, con un enfoque particular en la construcción de sus
correspondientes Lagrangianos naturales. Las consideraciones que se tomaron en cuenta para
el estudio de estos sistemas mecánicos, desde el punto de vista energético incluyendo el acople,
sirvieron de base para desarrollar el análisis de la dinámica natural en los sistemas de levitación
magnética estudiados, por medio de una analogía que en principio, facilitó la construcción
de sus expresiones Lagrangianas. El caso particular del sistema mecánico conformado por un
péndulo invertido sobre un carro, sirvió como objeto de estudio en el análisis de la metodología
presentada por Bloch, para el cual en dicho trabajo se presenta el formalismo de Lagrangianos
controlados, y por lo tanto, fue un ejemplo que empleamos en nuestra investigación.
El principio de funcionamiento de los sistemas de levitación magnética estudiados, se ana-
lizó a partir de los conceptos elementales del electromagnetismo basados en las Ecuaciones de
Maxwell. Este análisis se realizó con el objetivo central de identicar y estudiar el compor-
tamiento de los campos magnéticos y eléctricos en dichos sistemas, permitiendo sustentar la
explicación de sus dinámicas naturales conservativas una vez derivadas las ecuaciones de mo-
vimiento de Euler-Lagrange; las dinámicas naturales fueron simuladas teniendo en cuenta, en
principio, parámetros circuitales arbitrarios que no necesariamente son resultados de trabajos
experimentales y tampoco se emplearon en la simulación con el n de realizar experimento
alguno en este trabajo. Las simulaciones de la dinámica propia tanto en los sistemas mecá-
nicos como de levitación magnética, permitieron comprobar la veracidad de las expresiones
Lagrangianas construidas al observarse un comportamiento conservativo no considerando tér-
minos disipativos, además, estas simulaciones son las que posteriormente se compararon con




comprobar nuevamente la veracidad de resultados obtenidos de acuerdo a lo esperado según
la metodología presentada por Bloch et al. [3].
Para todos los sistemas estudiados en el trabajo se realizó el análisis geométrico de esta-
bilidad, reto que al principio necesitó especial atención desde el punto de vista matemático.
Estudiar la estabilidad de sistemas a partir de las propiedades de la energía cinética y poten-
cial requiere de conocimientos previos sobre tensores de curvatura, los cuales al momento de
comenzar la investigación no se tenían; por ello, se empleó como punto de partida el traba-
jo de López-Monsalvo et al. [40], tomando como material de apoyo el texto de Arnold [37].
Estos trabajos, en conjunto con otros que se consultaron en la medida de las necesidades,
permitieron adquirir conocimientos y aplicarlos en el análisis, de tal forma, que para todos
los sistemas se obtuvieron resultados de acuerdo a las características propias correspondien-
tes; por ejemplo, armar que la cantidad de grados de libertad considerados y por ende, la
dimensión del espacio de conguración donde está denida la métrica de Jacobi inuye en las
características del escalar de Ricci, de forma tal, que en algunos sistemas como el del péndulo
simple y dos péndulos acoplados a una viga ja, no resulte satisfactorio hacer este análisis. En
los sistemas de levitación magnética si se obtuvo en cada caso una curvatura de movimiento, y
por consiguiente, si se hizo el análisis de signos mediante la ecuación de desviación geodésica.
Se logró comprender la metodología presentada por Bloch et al. [3], al menos hasta el
punto de poder aplicarla a los sistemas de levitación magnética considerados. En primera
instancia, en conjunto con la lectura detallada del trabajo, se desarrollaron los pasos que los
autores presentan mediante el mismo ejemplo del sistema del péndulo invertido sobre un carro,
pudiéndose comprobar que lo hacíamos de la forma correcta. Aplicando el mismo procedimiento
estudiado y teniendo en cuenta varias particularidades de los sistemas de levitación magnética,
se logró de igual formal presentar para estos el formalismo de Lagrangianos controlados. La
solución de los sistemas de ecuaciones diferenciales a partir de las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange no es trivial, por lo cual, cada sistema tuvo que ser tratado de acuerdo
a sus características propias y a las consideraciones que se tomaron desde el punto de vista
circuital, estas últimas relacionadas especialmente con el lugar donde se coloca la entrada de
control en un sistema real; en otras palabras, esta acción de control está denida en al menos
una simetría del sistema, y por lo tanto, fue de suma importancia identicarlas para que el
formalismo de Lagrangianos controlados tuviera sentido.
En resumen, con la realización de esta investigación se cumplió el reto que en principio
era presentar el formalismo de Lagrangianos controlados en sistemas de levitación magnética.
Para los dos sistemas se establecieron condiciones de estabilidad de acuerdo a características
de operación consideradas, lo cual permitió que con solo hacer ajustes en un factor de pro-
porcionalidad se lograra estabilizarlos a una altura deseada, incluso acortando el tiempo de
establecimiento en la medida de las necesidades.
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Conclusiones y trabajos futuros
7.1. Conclusiones
El empleo del método variacional Lagrangiano permitió obtener las ecuaciones de movi-
miento en los dos sistemas de levitación magnética propuestos como objeto de estudio fun-
damental del trabajo, además, en tres sistemas mecánicos que fueron de gran utilidad para
en conjunto, realizar un satisfactorio análisis de sus características dinámicas, incluyendo un
estudio del espacio de conguración en donde se denieron sus respectivos grados de libertad
de acuerdo a las consideraciones realizadas.
Según los resultados que arrojó el análisis de estabilidad desde el punto de vista geomé-
trico en sistemas de levitación magnética, se puede armar que la metodología garantiza una
correcta conclusión de estabilidad en sistemas de los cuales se tenga información energética,
siempre y cuando el grado de la métrica de Jacobi sea equivalente con las dimensiones del
espacio de conguración donde está denida.
Para los dos sistemas de levitación magnética propuestos se presentó el formalismo de
Lagrangianos controlados de manera satisfactoria, cumpliendo con el reto que representaba
al iniciar la investigación. De acuerdo a las simulaciones realizadas, teniendo en cuenta la
dinámica controlada y deseada en los sistemas, se puede concluir que al establecer una ley de
control que satisfaga las condiciones de emparejamiento entre las ecuaciones de movimiento que
representan la dinámica propia y la controlada, se puede garantizar la estabilidad del sistema
ajustando una constante de proporcionalidad. La condición de estabilidad debe responder
necesariamente a un punto de operación deseado.
Los resultados teóricos alcanzados demuestran una vez más la importancia que tienen
las técnicas de control no lineal para hacer frente a problemáticas relacionadas con sistemas
electromagnéticos, especialmente, mediante la aplicación de geometría diferencial. Aunque los
resultados no fueron implementados desde un punto de vista práctico, precisamente por los
alcances del trabajo teórico enmarcado en arduas tareas desde el punto de vista matemático,
constituyen la base para futuros trabajos de esa índole.
En general, este trabajo contribuye al desarrollo de sistemas de levitación magnética desde
una perspectiva novedosa, al atacar un problema de control enfocado en la regulación pre-
sentando el formalismo de Lagrangianos controlados; al menos para dos sistemas simples se
garantiza su estabilidad en un punto de operación deseado. Esta técnica de control no había
sido aplicada en este tipo de sistemas, por lo cual, es un trabajo pionero y sienta las bases
para futuras investigaciones.
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7.2. Trabajos futuros
En base a los resultados alcanzados en la investigación, los cuales desde el punto de vista
teórico permitieron presentar para dos sistemas particulares de levitación magnética el forma-
lismo Lagrangianos controlados, surge la motivación de indagar en temas anes engrandeciendo
el campo de aplicaciones de la geometría diferencial en el control de sistemas electromagnéticos
y electromecánicos; por ejemplo, posibles trabajos futuros podrían ser:
Implementar los resultados teóricos de este trabajo desde un punto de vista práctico.
Se recomienda en primera instancia identicar en las leyes de control propuestas las
variables accesibles.
Presentar el formalismo Lagrangianos controlados en sistemas de levitación magnética
considerando el moldeo de la energía potencial. Para ello se pude considerar emplear el
trabajo de Bloch et al. [32] como punto de partida.
Presentar el formalismo Lagrangianos controlados en sistemas electromecánicos consi-
derando el moldeo de la energía cinética. Para este caso sería útil emplear nuevamente
el trabajo de Bloch et al. [3] y tomar como complemento las explicaciones y resultados
presentados en este trabajo.
Aplicar la metodología del análisis geométrico de estabilidad en sistemas electromecá-
nicos. Sería muy útil emplear el trabajo de López-Monsalvo et al. [40] y el texto de
Arnold [37], además, se recomienda nuevamente la revisión de los resultados de este
trabajo como material de apoyo en aras de una mejor comprensión de la temática.
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